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1. Principios Basicos
1.1. Introducao

O Método de Monte Carlo (MC) pode ser descrito como um método
estatistico, onde se utiliza uma sequéncia de numeros aleatérios para a
realizacdo de uma simulacdo. Este método ja era conhecido ha séculos, mas
comecou a ser utilizado efetivamente, somente nas lltimas décadas. O nome
“Monte Carlo” foi denominado por Metropolis, inspirado no interesse do
pesquisador Ulam por poker durante o projeto Manhatan na segunda guerra
mundial, devido a similaridade da simulacdo estatistica de jogos de azar e por
causa da capital de Ménaco conhecido como a capital mundial dos jogos de azar.

Simulagbes estatisticas contrastam com métodos convencionais de
discretizacdo das variaveis do processo fisico em estudo, que tipicamente sédo
aplicados em sistemas de equacdes diferenciais parciais ou ordinarias.

Em muitas aplicacbes praticas de MC o processo fisico € simulado
diretamente, sem a necessidade de descrever as equacdes matematicas que
representam o compartimento do sistema, sendo que, o Unico requisito
necessario € que o processo fisico possa ser descrito por funcées densidades de
probabilidade (pdf’s), que serao discutidos mais adiante em maiores detalhes. Por
hora, assume-se que o comportamento do sistema possa ser descrito por pdf’s.
Uma vez que estas pdf’s sejam conhecidas, a simulacdo de MC é realizada
através da amostragem aleatéria destas pdf’s. O resultado desejado é obtido
através da estimativa do valor médio das grandezas observadas, durante um
determinado numero de simulacdes (tentativas ou histérias). Em casos praticos,
pode-se prever o erro estatistico (varidncia) do valor médio e assim estimar o
namero de simulagdes necessarias para se atingir um determinado erro. Desta
forma, o resultado das amostragens aleatorias, ou tentativas, deve ser acumulado
de uma forma apropriada para produzir o resultado desejado. A caracteristica
essencial do método de MC é o uso de técnicas de amostragem para se chegar a

solucdo do problema fisico. Em contraste, métodos numéricos convencionais
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partem de modelos matematicos do sistema fisico, através da discretizacdo de
equacdes diferenciais, resolvendo um conjunto de equagdes algébricas.

Resumo

Existem basicamente 2 métodos: Deterministicos e Estocasticos

Métodos deterministicos sdo baseados em discretizacbes numéricas das
diversas variaveis da funcdo que descreve o processo fisico de interesse,
D(r,E,Q,t), de tal forma que, a solucdao do problema consiste na resolugdo de um
sistema de equacdes diferenciais parciais ou ordinarias.

O Método Estocastico € um método de simulacdo baseado nas leis de
probabilidade e estatistica para caracterizar um processo fisico ou fendémeno.

O Método de Monte Carlo € um método estocastico, que por sua vez utiliza

uma sequéncia de numeros aleatérios para realizar a simulacéo.

Assumindo-se entdo que a evolugcdo de um sistema fisico possa ser
descrita pelas pdf's, a simulacdo de MC pode ser processada fazendo-se
amostragens a partir destas pdf’s. Os resultados destas amostragens aleatérias
devem ser acumuladas ou armazenadas de uma forma apropriada para produzir o
resultado final desejado. A caracteristica essencial do MC é o uso de técnicas de
amostragem para se chegar a solucao desejada.

Em termos de transporte de radiagdo, o processo estocastico pode ser
visto como uma familia de particulas cujas coordenadas de cada particula
individual mudam aleatoriamente em cada colisdo. O comportamento médio
destas particulas é descrito em termos de grandezas macroscépicas como fluxo
ou densidade de particulas. O valor esperado destas grandezas corresponde a
solucdo deterministica da equacao de Boltzman (que rege o fendmeno de
transporte de radiacao). Grandezas especificas como energia depositada ou dose
sao derivadas destas grandezas.

1.2. Espaco amostral, Eventos e Resultados

Podemos nos referir a um processo fisico ou matematico como sendo um

experimento onde se pode tirar varios resultados. O espaco amostral S do
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experimento é a colecdo de todos os resultados possiveis s. Designamos de
teste a realizacdo de um experimento que acarretard num resultado s do espacgo
amostral S. O resultado do experimento ainda pode acarretar na ocorréncia de um
evento especifico Ex

Como exemplo, tomemos o lancamento de um dado. O conjunto dos
resultados possiveis s;’s sdo as seis faces do dado que formam o Espaco
Amostral. Desta forma, alguns eventos podem ser obtidos do conjunto total de

resultados possiveis:

Evento E1 — um numero par
Evento E2 — um namero maior que 1

Evento E3 — niUmero 2.

Para cada evento Ei atribui-se uma probabilidade px também denotado por
P(Ex).

1.3. Variavel Aleatéria e Funcao Densidade de Probabilidade

Qualquer quantidade que nao pode ser especificado sem o uso das leis de
probabilidade é chamado de variavel aleatéria (va).

Define-se a variavel aleatéria como um numero real § associado ao evento
E; Elas sdo uteis porque permitem a quantificacdo de processos aleatorios e
facilita a manipulagdo numérica, tal como a média e o desvio padrdo. Em outras
palavras uma variavel aleatéria € uma quantidade numérica associada a um jogo
de azar, tal que, a medida que os varios eventos possiveis ocorrem, a variavel
aleatéria va assume valores definidos. Uma variavel aleatéria ¢ € dita ter uma
distribuicdo discreta se ela assumir apenas valores distintos Xi, Xa,..., CUjO
conjunto pode ser finito ou infinito.

Uma variavel aleatéria ¢ € dita ter uma distribuicdo continua se ela pode
assumir qualquer valor entre os limites x4 e X2 e a probabilidade desta variavel

estar neste intervalo, P(xi < § < x2) é dada pela seguinte integral:



x2
P(x, <&<x,)= jp(x)dx -
x1 -

A funcdo p(x) é chamada de funcdo densidade de probabilidade de x, (pdf), tal
que:
e A funcéao densidade de probabilidade (pdf) descreve um processo fisico;
e A simulacdo é feita pela amostragem destas pdf's a partir da utilizacao de
nuameros aleatérios (gerador de nimeros aleatorios)
e Obtencado de valores médios e respectivos desvios padrdes apds varias

simulacées;
Exemplos de pdf:
e Secobes de choque versus energia

e Decaimento radioativo de um radiois6topo

A funcéao p(x) é normalizada, tal que:

jp(x)dx =1 12

Esta integral significa que a probabilidade de ocorrer o fenbmeno no

intervalo que a pdf esta definida é 1.

As principais componentes na simulacao por MC sao as pdf’s e os humeros
aleatdrios, enquanto o processo de simulacao é feita através de técnicas de

amostragem.

Dois outros exemplos muito comuns encontrados na ciéncia sao as
funcdes de probabilidade Normal (Gauss) e Poisson.
A probabilidade Normal est4 associada a variaveis aleatérias continuas ¢,

tal que, a fungao densidade de probabilidade p(x) é dada por:




G-
exp{ = }
p(x)= Py (1.3)

Onde-© < X< ©e

U e o sdo parametros da funcéo

Para sabermos a probabilidade de que uma va com distribuicdo Normal
esteja dentro do intervalo (x1,x2) € preciso fazer a seguinte integral:

X — 2
XZ exp[‘ (20”)}
Prob(x1<§<x2)=j - dx
5 o

(1.4)

Exemplo: Calculo de Prob(—o <& < 0) - anotacéo de aula

Uma va discreta n é dita ter uma distribuicido de Poisson se a probabilidade
que n=y for dada por:
et
P(y)=—7rm (1.5)
y.

Onde A é o parametro da funcdo ey = 0,1,2,............

A probabilidade que a va n assuma um valor especifico € o valor da funcao
P(n) calculada naquele ponto especifico.

Na pratica € comum a necessidade de se saber a probabilidade de varias
va assumirem determinados valores simultaneamente. Para o caso de variaveis
discretas &, n, ¢ utiliza-se o conceito de funcao distribuicdo de probabilidade
associada dada por:
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P(X=E, Y=n, Z=0) = P(x.y.2) (1.6)

isto é, a probabilidade que a variavel ¢ assuma valor x, n assuma valor y e (

assuma valor z. Para o caso de va continuas H,l,J tem-se:

h2i2 j2

Prob(h < H < hy,i, <I<iy, j <J < j,) = [ [ [ p(h.i, j)dhdidj
hl ii jl

(1.7)

Onde (p(h,i,j) é a funcdo densidade de probabilidade associada. Tem-se que:

h2
Prob(h < H < hy) = [ p(h.i, j)dh

hy

Prob(i, <1<i,)= Ip(h,i, Jdi (1.8)

J2
Prob(j, <J < j,)= [ p(h.i, j)dj

Ji
1.4. —Funcao Distribuicao Cumulativa

Seja & uma variavel aleatéria associado a um evento x. Podemos definir a
Funcao Distribuicdo Cumulativa, F(x), como sendo a probabilidade que & assuma

um valor que é menor ou igual a x, tal que, F(x)=P(£<x).
Se x é real entao:

* )F(-)=0 que é a probabilidade de & assumir valor menor ou igual a -.

* )F(e0)=1 que é a probabilidade de & assumir valor menor ou igual a ce.
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Em casos praticos aplica-se um limite superior b tal que: P(§>b)=P(b<£<=)=0, de

forma que temos:

P(E<e0)=P(E<b)+P(b<f<e0)=1
Como: P(b<€<)=0, entdo tem-se que:
* F(b)=P(&<b)= P(£<co0)=1

Do mesmo modo para o limite inferior a temos:
. P(E<a)=P(-e0<&<a)=0.
Desta forma € possivel definir um F(x) tal que:
F(a)=0
F(b)=1,sendo b > a
Se x, > Xy, tem-se:
P(E<x0)=P(E<x4)+P(x1<€<x2) ou F(x2)=F(x4)+ P(x1<€<xy).

Assim conclui-se que: F(x2)=F(x4)

Exemplo 1: Seja uma fonte radioativa de particulas cuja energia € E=10 MeV
localizada num meio absorvedor. Suponha que nao haja “upscattering” (colisbes
que aumentam a energia da particula). A probabilidade de encontrar uma
particula com energia E < 0 é nula, portanto temos que: F(E=0)=0. Por outro lado,
como nao ha “upscattering” a maxima energia da particula sera 10 MeV. Portanto,
F(E>10)=0 e F(E<10) = 1.

Exemplo 2: Seja a funcdo p(E) = (E? — E) definida no intervalo (0 a 10 MeV). A
probabilidade que a energia E assuma qualquer valor menor ou igual a 5 MeV é:

F(E<5)= jos (E*—E)dE

O fator de normalizacéo é: 850/3
A integral acima é: 7/68 = 0.103
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Exercicio 1:

O espectro energético de uma fonte radioativa é dada pela funcédo s(E) = (E%/5 —
E?), valida para um intervalo em particular. Sabendo que a energia maxima de
emissao € E = 10 MeV, determine:

a) o intervalo de energia de emissao possivel das particulas desta fonte;

b) a probabilidade de uma particula ter energia E <7 MeV

Resposta 1:
Intervalo de validade 5 a 10 MeV e
Fator de normalizagéo: 2125/12 =0
F(E <7 MeV)=0.09 -
o e . T =] ] 10
Exercicio 2:

O espectro energético de uma fonte radioativa é dada pela fungéo s(E)=E"? + 5E?
- E®/10 valida para um intervalo em particular.

Determine:

a) o intervalo de energia de emissao possivel das particulas desta fonte;

b) a probabilidade de uma particula ter energia E < 35 MeV

1.5. Gerador de Numeros Aleatorios

Uma fase muito importante no calculo de Monte Carlo é a selegdo de
variaveis aleatérias a partir das pdf’s e funcées distribuicdo cumulativas, CDF’s,
apropriadas.

O procedimento para selecionar um conjunto de variaveis aleatodrias,
envolve a utilizacao de numeros aleatérios. Estes nUmeros assumem valores que
possuem probabilidade uniforme definidas no intervalo entre O e 1.

Em simulagdes computacionais utilizam-se geradores de numeros pseudo-
aleatérios que sao sub-rotinas que sdo chamadas dentro do programa de MC
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para fornecer um numero aleatério toda vez que for necessario realizar uma
amostragem. Os numeros aleatérios obedecem a uma distribuicao uniforme como

mostrada abaixo:

1
PDF

FDC

A qualidade de uma sequéncia de numeros aleatérios é caracterizada pela
imprevisibilidade da ocorréncia de cada numero nesta seqiiéncia. Existem varios
testes que podem ser realizados para se verificar a aleatoriedade da geracédo nos
nameros com o intuito de descobrir padrdes existentes na sequéncia. Quanto
maior numero de testes e quanto maior a sofisticacdo destes testes maior sera a
qualidade da seqtiéncia.

Um exemplo simples de um gerador de niumeros aleatérios de dois digitos
poderia ser criado usando-se um cronometro. Se em cada etapa, acionarmos e
pararmos o crondmetro em intervalos aleatérios, registrando-se os dois ultimos
digitos, que correspondem aos minutos, e dividirmos por 59 temos uma sequéncia
de numeros aleatérios.

Em qualquer algoritmo gerador de numeros aleatérios a sequéncia
produzida, que é constituida por uma determinada quantidade de numeros,

comeca a se repetir. A essa quantidade chamamos de periodo.

14



1.5.1 Geracao de numeros aleatorios a partir de lancamento de

uma moeda

Vamos gerar numeros aleatérios com distribuicdo uniforme no intervalo de
0 a 1 usando uma ou mais moedas, ou algum outro evento binario.

O lancamento de uma moeda comum pode gerar dois eventos, cara ou
coroa, cada um com probabilidade 2. Vamos transformar estes eventos em

numero binario:

f cara=0
{t coroa =1

Podemos criar nimeros decimais a partir de binarios a;:

% Ndec=a,2™ 4+ 1+a,2°+232%2+a,2" +a;2°

Exemplo: se n = 5 (equivale a fazer 5 langamentos de uma moeda), podemos
criar 32 decimais, de 0 a (2° — 1) = 31

¥ O nimero binério de 5 digitos (asasasaza;) : 10110 (resultado de 5 langamentos
de uma moeda) na base decimal é:

Ndec=1x2*+0x2°+1x22+1x2" +0x2°
Ndec=1x16+0x8+1x4+1x2+0x1

Ndec=16+0+4+2+0=22

Se dividirmos o niimero por 2° - 1 = 31, geraremos resultados no intervalo [0,1]
¢ 22/31 = 0.7097

Experimento:

Utilize 3 moedas diferentes e através do lancamento destas moedas, crie
nuameros binarios de 3 digitos e gere uma seqiiéncia de numeros aleatérios. Faca
um histograma para observar a distribuicdo dos numeros.

15



1.5.2 Método Linear Congruencial

Most production-level Monte Carlo codes for particle
transport use linear congruential random number
generators:

— . m
S,y =5,*g+c mod?2
5,=5eed, ¢=multiplier, ¢ =adder, 2™ = modulus

» due to Lehmer, 1949
= most common method, excellent (when not abused)
Sg ¢« initial value

» Method:
Nk < Sk /p
Sks1¢ [g-sg+c]modp
I
there
Sk, @, C, p = integers, re = real
sk = seed
g = generator, or multiplier
¢ =increment
p = modulus
rk = psuedo-random number, 0<r <1
*"mod p" = "remainder after division by p",

absolutely no roundoff is permitted
- Multiplicative: ¢=0
» Mixed: c>0

16



Example #1: Sk «— [gesx+c] modp

with g=47, ¢c=1, sp=1, p=100

s( 0) =1
s( 1) = (47x1 + 1) mod 100 = 48 mod 100 = 48
s( 2) = (47x48 + 1) mod 100 = 2257 mod 100 = 57
s( 3) = (47x57 + 1) mod 100 = 2680 mod 100 = 80
s( 4) = (47x80 + 1) mod 100 = 3761 mod 100 = 61
s( 5) = (47x61 + 1) mod 100 = 2868 mod 100 = 68
s( 6) = (47x68 + 1) mod 100 = 3197 mod 100 = 97
s( 7) = (47x97 + 1) mod 100 = 4560 mod 100 = 60
s( 8) = (47x60 + 1) mod 100 = 2821 mod 100 = 21
s( 9) = (47x21 + 1) mod 100 = 988 mod 100 = 88
s(10) = (47x88 + 1) mod 100 = 4137 mod 100 = 37
s(11) = (47x37 + 1) mod 100 = 1740 mod 100 = 40
s(12) = (47x40 + 1) mod 100 = 1881 mod 100 = 81
s(13) = (47x81 + 1) mod 100 = 3808 mod 100 = 8
s(14) = (47x8 + 1) mod 100 = 377 mod 100 = 77
s(15) = (47x77 + 1) mod 100 = 3620 mod 100 = 20
s(16) = (47x20 + 1) mod 100 = 941 mod 100 = 41
s(17) = (47x41 + 1) mod 100 = 1928 mod 100 = 28
s(18) = (47x28 + 1) mod 100 = 1317 mod 100 = 17
s(19) = (47x17 + 1) mod 100 = 800 mod 100 = 0
s(20) = (47x0 + 1) mod 100 = 1 mod 100 = 1
s(21) = (47x1 + 1) mod 100 = 48 mod 100 = 48
s(22) = (47x48 + 1) mod 100 = 2257 mod 100 = 57
etc.
Sks1 < [g+SK+cC] modp
» Modulus (p):
—choose p =2V
— simplifies "mod p"— discard all but the N least significant bits
— simplifies division by p— shift the "point" left by N bits
— N should be as large as possible, N> 35 is best.
— Usually, choose N to be number of bits in largest positive integer.
- Generator (g), Initial Seed (sg), & Increment (c) :
— choose g & ¢ to maximize the period
—large g is best to reduce serial correlation
— obviously, g=1 or g=0 are bad
— For ¢ =0 (multiplicative PRNG):
choosing ﬂ gmod8=3o0r5
2) so=o0dd
results in: period = 2N2,  the maximum possible period.

— For ¢ >0 (mixed PRNG):
choosing (1) c relatively prime to p
2) (g-1) to be a multiple of every prime factor of p
3) (g-1) to be a multiple of 4 if p is a multiple of 4

results in: period = 2N, the maximum possible period.
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2. Técnicas de Amostragem

. Continuous Probabllity Denslty
f(x) = probability density function (PDF)
f(x) =0 f(x)

Probability{a < x b} = [f(x)ax

a

Normalization: [ t(x)dx = 1

Cumulative Distribution Function (CDF)

ng;:]' f{x)dx’ 1

0= F(;] <1

dF) _ £
Tax

Fle)=0, Fles)=1 0

2.1 Método da Inversao ou Método Direto
2.1.1 Variaveis continuas

Considere uma pdf, f(x), normalizada sobre o intervalo (a, b). Seja a
correspondente CDF, a fungcao F(x*) dada pela seguinte integral:

F(x*) = j F(x0)dx

onde x* é um valor a ser determinado.
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b
Observe que: Lf (0dx=1 e  F(a)=0;F(0)=1

Se gerarmos um numero aleatério R entre [0,1] e definirmos a igualdade:

R=F(x*)=| P (x)dx

Como R é equiprovavel no intervalo [0,1] e como R = F(x*) onde x* = F'(R), x* é
amostrado equiprovavelmente, mas a medida que x* varia F(x*) varia de acordo

com o comportamento de f(x), veja a figura abaixo:

F 1
fix]

f(x"),

.l}{
Fix)
1

/.<:{;*}

..}{
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Direct Sampling
- Directsolutionof X=F7(§)

Solvefor k&= f(x)dx

1
E L

Fix

= Sampling procedure
— Generate E
— Determine X such thatFk ) =§

= Advantages X &
— Straightforward mathematics & coding
— "High-level” approach

» Disadvantages
— (Often involves complicated funciions
— In some cases, F(x) cannot be inverted (&g, Klein-Nishina)

Exemplo: Selecao do angulo de espalhamento azimutal ¢

A pdf para este caso € dada por f(¢)=1/2n e a correspondente cdf sera:
¢
F(p)=[f(¢)d¢=¢/27
0

Selecionando-se um numero aleatério R, obtém-se ¢ da seguinte forma:
R=F(¢)=¢/2m --- 0=2nR

Exemplo: Amostragem da distancia entre uma colisao e a préxima.
A pdf é dada por:

f(x)=Xiexp(-Xix) e a cdf sera:

X .
=X . =X
e di=1—-e""

t
0

tal que R=1-exp(-Zix) e x=-In(1-R)/%;
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2.1.2. Variaveis discretas

Discrete PDF’s

= Discrete PDF
{fi . where fi = fix,), k=1,..N

f.20

=1

! fix) I
E:E-! | |

- Discrete CDF
k 1 Fiyj pe—
{Fyx} where F_ = E[J' k=1, ..., N-1
F3
i=1 F (%) F,
and Fa
Fo=0, 0
X
Fy=1 Fy
Sampling from Discrete PDF's — Conventional Procedure
= -1 1 i pr——
Direct Solution of &eF  (E) g o
-
{1) Generate E F(x) Fy * :
L]
{2) Determine k suchthat F,_ <E<F, F, %
(3) Return X = x 0 Xy Xa Xy X

Step (2) requires a table search
s lingar table searches require O(N) time

« binary table searches require O{lngMN) time

For some discrete PDFs, F's are not precomputed.

N x—

— use when N small

— use when N large

+ linear search, with F,'s computed on-the-fly as needed
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Example — Sampling from Discrete Uniform PDF

Discrete Uniform PDF f(x)
fe=1/N, k=1,.,N 1/N I I I I
Fe=K/N, Fp=0, Fy=1 T 2z 3 N
1
EEI.FHF]HFIQ pI'DCEl:h..Ile: E Fm]l‘“““‘“ m‘\:
Could use table search method, .... 0 ?,}' x
1 2 3 N
Easier, for this special case:
Ke |1 +NE], where |y ] is the "floor” function,

largest integer <y

Mote: mustbesurethat [1+NEJ=N

Exemplo: Sele¢do do nuclideo na mistura
Seja X, a sec¢ao de choque macroscépica total de cada tipo de nuclideo numa

mistura e X a secao de choque total da mistura, tal que:

N
Zt = Z:Zn
n=1

Seja R um numero aleatério selecionado.

O nuclideo 1 é selecionado se o niumero aleatério R<X¢/%:., ou entao;

X Y X

, , . , , ., T «cR< L2
O nuclideo 2 é selecionado se 0 numero aleatério é tal que y ~y y
t t

t

O i-ésimo nuclideo é selecionado se:

i-1) i)
—m RS Y
mZ:th mz=12t
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Uma vez que o nuclideo é escolhido, pode ser feito uma escolha entre uma
reacdo de espalhamento ou de absorcdo. Seja outro numero aleatério R
selecionado e seja X5 a secdo de choque de espalhamento do nuclideo
selecionado. Se R € menor que X¢/X, vai ocorrer um espalhamento, caso contrario

havera absorcgéao.

2.2. Outros Exemplos

Example — Sampling from unlform PDF In range (a,b),
Histogram with 1 bin

1/(b-a)

X « a + &i(b-a)

Example — Sampling from histogram with 2 bins

fz
f

A, = (XX, flx) °

Py = Prob{ xy<x<x;} = A;/(A+A;)

P, = Prob{ x,<x<X,} = A,/ (A#A,)

Pi+ Py = 1

Two-step sampling procedure:

1. Select abin, b:
If & < py. select b=Dbin 1
otherwlse, select b=hin 2

2. Sample x within bin:
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Example — Sampling from Histogram PDF

ig
Is
Xg Xy X Xy Xy Xg
Two-step sampling: (1) Sample from discrete PDF to select a bin

(2) Sample from uniform PDF within bin

= Discrete PDF: Py = 00X, ). k=1,...,N, Ip, =1
— Generate E,
— Use table search or alias method to select k
= Unlform sampling within bin k
— Generate E;
— Then, X o= Mg + 0% 0E

Examples — Sampling from Linear PDF on (0,1)

f(x) =2, 0<xs1 e
X K f(x)

Fix) = Iqu‘]du' - IIx'dx' -x
0 0

Direct Sampling: 1
solving F(%) = E or % F (E) F(x)
gives:
Examples — Sampling from x" PDF on (0,1)
f(x) - Lr1+1]|x", o=x=1
Fix) = xnn

ke
n+1

Solving Fi%) = E gives: &« E

(Mote: only for D=x<1, does not apply 1o general Intervals ! )
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Examples — Sampling from Arbitrary Linear PDF

fiy i
fix)
Ty
a b i
Scheme 1 Scheme 2
Decompose into uniform + linear | |Decompose into linear + linear
Py =Ty (0-8) py =1y (b-a)/2
P2 = (fta)(b-a) / 2 ps =1y (b-a) / 2
Pi+pz=1 pr+pz=1
0 = py- [ 0 = pre N+ pae &I
Sampling scheme: Sampling scheme:
i E<p, Rea+(b-a)E it £ <p,, %« b- (b-a) fE,
alse ke—a+(b-a) fE else fRea+(b-a) fE
Examples — Sampling from Piecewise Linear PDF ts

fo

|
| L
Yo X Ng Nj X4 X5 Xg

Two-step sampling: [1 Sample from discrete PDF to select a bin
2{ Sample from linear PDF within bin

“l-:*fl-:-l:'

- Discrete PDF: Py = 5

(X=X _ 1) k=1,..N

— generate
— use table search or alias meathod to select K

» Linear sampling within bin K:
— generate E

f
— then, if glc#, Rex - O-%_ ) 5

otherwise it—xh_] + {Ik—ﬁh_ﬂ,ﬁ;
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Probability Density Function | Direct Sampling Method
Linear: f(x) = mx, Dexel % JfE
_EIle‘Iﬂﬂﬂﬂl:.“f{x] - E_:p D« X+ -logk
2D Isotropic: 1 U ¢~ cosnE,
f':m"ﬁ ' lﬁ ={u.v) H—sinin:‘é_]
3D Isotropic: l ue2E, -1
(@) “im Q= (uv.w) veal-u’ cosank,
wi o 1-u’sin nk,
Maxwelllan: 1(x) = Ti,rﬁ'j'i'l' g*IT 0<x Z'H—T[— logk, ‘hﬂggmslgﬁaJ
Watt e o w — a[ — logk, - logk, cos? £, |
Spectrum: f(x) =22 e ”'Hsinhﬁ o 0<X : N I i ':-:_*’u
Jran =W+ ETDT I:ZE.,—H'-’*:“W
MNaormal: . ;(_;u]: PPN .u"‘|'—1_b::|g€| cosInk,

2.3. A Técnica da Rejeicao

Em algumas situacdes a inversa da funcao F(x) € muito complicada. Neste
caso, pode-se utilizar a técnica da Rejeicao. Seja p(x), a PDF de x € M=p(Xmax), Ou
seja, o maximo da funcao em xmax tal que p(x) < M para a < x < b. Escolha um
ponto aleatoriamente no retangulo formado com base (b — a) e altura M como
mostra a figura abaixo:

| Pix)
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Procedimento:
a) Gere 2 numeros aleatérios R1 e Ry e faca — x* =a + Ry.(b —a)
b) O valor de x* é aceito se: Rz < p(x*) / M, caso contrario é rejeitado e repete

S€ O processo.

A eficiéncia deste processo é a razdo entre as areas abaixo da curva e do

retangulo:

jp(x)dx

E = =
b-a)yM (b-a)M

2.4. O Método Misto

Uma forma de aumentar a eficiéncia da técnica de rejeicao é utilizar o

método misto. Suponha que a PDF p(x) possa ser escrito como:

p(x) = c.g(x)-f(x),

onde f(x) também é uma pdf de x e ¢ é escolhido de tal forma que a condicdo 0 <
g(x) < 1 seja satisfeita para (a < x < b).

Procedimento:
a) selecione x de f(x)
b) Gere um numero aleatério R
c) Aceite x se R = g(x)

A eficiéncia sera dada por E = 1/c

Outro procedimento é combinar a técnica da rejeicdo com outras técnicas, por

exemplo, representando a PDF em varios termos:

=3 ()
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Um caso simples seria:
A

M2

M1

v

podemos escrever p(x) = f1(x) + f2(x) onde:  f1(x) = p(x) — M1

Neste caso a eficiéncia sera dada por:

1
C(b—a).(M2-M1)

2.5. O Método Look-up Table

A partir da PDF constréi-se uma tabela de CDF cujos intervalos Ax; sejam
distribuidos de forma equiprovavel tal que se a tabela tiver n intervalos a
probabilidade de cada intervalo sera 1/n.

COF

1/n

1n
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Procedimento:
a) Calculam-se os intervalos Ax; = x,1 — X;, de tal forma que, satisfaca a

Xisl

1
igualdade: ~ "~ jp(x)dx_

X

b) Uma vez montada a grade com os intervalos Ax;, gera-se um numero

aleatério R e escolhe-se o valor especifico de x* = x;, tal que:

Mo R lin
X X

n n

Algumas vezes a determinacdo dos limites dos intervalos equiprovaveis

Xit1

dado por ~ = Ip(x)dx sdo complicados, mas isto é realizada apenas

Xi
uma unica vez. A restricdo deste procedimento € que em casos onde o
dominio é infinito € necessario fazer um truncamento para que se torne

finito e possibilite criar uma tabela.

2.6. Amostragem da funcao Gaussiana

A metade positiva da fungcdo de Gauss € dada por:

p(x) =] 2 exp(—x*12)
/4

Procedimento:
a) gera-se 2 numeros aleatérios R e R»
b) b) calcule: a =-log Ry ; b =-log R>

c) Aceita se a se e somente se: %(a—l)z <b

Para definir o sinal (s) faca:
d) Gere Rj
e) Se R3 2 0.5 s=1 caso contrario s = -1

E, portanto X =8.a
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UNIDADE Il

3. A Lei dos Grandes Numeros

3.1. Valor esperado (Média) e Varianca

O calculo de uma grandeza qualquer pelo método de Monte Carlo é obtido
pela amostragem dos possiveis processos aleatérios atribuindo se um valor x;
para cada um destes processos aleatérios. Por exemplo, x;, pode ser a energia
depositada pelo i-ésimo processo aleatério. Suponha agora que f(x) seja a funcao
densidade de probabilidade utilizada para a selecao dos processos aleatoérios que
contribuirdo para a estimativa de x. Desta forma o valor esperado de x, E(x), é
dado por:

E(x) = [xf(x)dx o)

Note que E(x) é a solugcédo exata obtida pela solucao analitica da integral.
Podemos utilizar o Método de Monte Carlo para obter uma estimativa desta

integral como uma forma de solucdo desta integral. Para isso, assuma que N

variaveis aleatérias (x1, x2, x3,....... , Xn) sdo selecionadas de acordo com a pdf,

f(x). A estimativa desta integral é dada por:

_ 1N
Xzﬁiéxi (3.2)

Note que x é o valor médio de N amostras e espera-se que para
diferentes conjuntos N de amostras fornegam-se diferentes estimativas de E(x).
Entretanto, se E(x) existir, a estimativa x , quase sempre se aproximara de E(x)
guando N—oo, i.é. P(]x - E(x)|<e)=1. Isto é, Xx convergird para E(x) com
probabilidade 1. Esta é uma forma da Lei dos Grandes Numeros. Se o segundo
momento de f(x), X~, também existe, entdo se pode estimar 8= X -E(x) para N

grande. Entretanto, isto ndo significa que E(x) possa ser determinado exatamente,
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como c+0 uma vez que & € um erro estatistico e ndo quantitativo da medida do

erro. A variancia da populacéo de x é a medida de sua disperséo e € dada por:

2 = [(x - E®) f(x)dx = E(x?) — (E(x))? (3.3)

Se f(x) tem uma forma analitica, entdo o® pode ser calculado de forma
exata a partir da expressao acima. De outra forma, a estimativa da variancia por

Monte Carlo pode ser obtida de N valores da variavel aleatoria x;.

2

I

Niioci %) =S2(x)

note que para N—w x —E(x) e
= . lim —1 EN (x. —X)
N “ N-1 - i (3.4)

A variancia o® caracteriza a dispersdo dos valores x; em torno de E(x). A

estimativa de 6 por si s6 ndo é a medida do erro provavel associado com o valor
estimado X de E(x).

Em Monte Carlo para solucdes de transporte de radiacdo, o%(x) e S?(X)
serdo assumidos como tendo o mesmo valor e denotados como variancia e a sua
raiz quadrada o como o0 desvio padrdao. Também, nenhuma distincdo sera
considerada entre E(x) e x, sendo que a grandeza estimada serd denotada
simplesmente por x .

E importante notar que 62(x;) e o(x;) descrevem a relacdo de uma simples
amostragem x; com o valor médio estimado x . Grandezas mais utilizadas,
entretanto, serdo aqueles que descrevem a reprodutibilidade de x e que sado

dadas pela variancia e o desvio padrdo da média, 6°(X ) e (X ):

0. = O-

X X

As seguintes propriedades da variancia serao usadas:
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1) 62(x)=6%(x1)+6%(X2) onde x; e x» sd0 amostras estatisticamente
independentes e onde x= X1 + Xz
2) &%(x/m)=c?(x)/m?

Agora sabemos que x é o valor médio de N amostras (pode haver diferentes

estimativas de x ). Considere, portanto, M conjuntos diferentes, cada um com N

amostras. O valor médio do j-ésimo conjunto (j=1,2,....... ,M) sera:
1 ZN:
X. =— ) X.
J ij 3.5
N< (3.5)

onde x; € a i-ésima amostra do j-ésimo conjunto.

A respectiva variancia do valor médio X;é dada por:

N
S*(x)=8*Q %,/ N) (3.6)
i=1
Usando a propriedade 2) onde tem-se que: 6%(x/m)=6°(x)/m?
2 2 >
S*(x) =S (Z?g,-/N)——S (Zx )——S (x;) (3.7)
i=1

A resposta da simulagéo de Monte Carlo é dada em termos de:

X; £8(x;), onde S(x;) é o desvio padrdo da média que pode ser escrita como

S(x;)

\/ﬁ (3.8)

ST . — A 2= ~ . .
O valor médio estimado X e a varidncia S°(X;)sfo estimativas dos

S(X,) =

verdadeiros valores médios e variancia que na realidade sao desconhecidos. Da

equacdo (2.17) podemos concluir que se obtivermos um valor médio x com
desvio padrdao S (J_Cj) através de N amostragens, para reduzir o desvio padrao

pela metade preciso aumentar 4 vezes o numero de amostragens.
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Considere agora, K batchs (um batch é um conjunto de amostragens X,
i=1,2,.....,k), sendo que cada um possui um conjunto de k amostras. O valor médio

do j-ésimo batch sera: j Kk ZXU onde x; é a i-ésima histdria no conjunto k
ol

de amostragens no j-ésimo batch. A respectiva varianga do valor medio ;€ dada
2 = 2 k_
por:  S7(X;)=S"(2X;;/Kk)
i=l
Usando a propriedade 2) onde tem-se que: o?(x/m)=6%(x)/m?
2 = 2 8 PRI
S°(X;)=S (Exij/k)=FS (Exij)
Usando a propriedade 1) onde 6%(x)=0%(x1)+0%(X2) tem-se:

2= )k 1 ., k I k .,
S (XJ.)ZS (éxu/k)=FS (EXU)ZF(ES (Xij))

2 _ i= .
Como S (Xij) = e é 0 mesmo para todo X;; tem-se que:

$*(x;)=S" (ZX,J/k)——S (Z X;;) = —(ZS (X.J))— [kS (x;;)]

Portanto:  S*(X;) =87 (x;;)/k

Se k é um numero grande tem-se :

1
S*(%)=6>X;) ¢ 0% =0, /k ¢ 6. =

j JE Xjj

Assim existem 68% de probabilidade que o valor médio de x; estar dentro de

X+t G . Se K batchs foram processados temos a média final:

=— X

E muitos casos ndo se sao possivel trabalhar com nimero de amostras muito
grande tal que K—oo. Para estes casos a variancia pode ser ajustada por um fator
K/(K-1) de forma que:
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6’ (x)= — S (x) =i -
i(ij—x) L .
Portanto: “z(ij):Fl(K——l) 6 (Xx)=0(X;)/K
_ _ 1 B
assim: o(X) = G(Xj)/\/f = KK = 1)]1/2 [Z( ) 1/2

3.2. Precisao e Exatidao

Existe uma diferenca importante entre o conceito de precisdo e de exatidao
em um célculo de Monte Carlo. A precisao € a incerteza no valor médio causada
pelas flutuacoes estatisticas dos valores de x para a porcao do espaco amostral
usado no processo de MC. A exatiddao é a medida de quao perto se encontra o
valor estimado do valor fisico verdadeiro que esta sendo estimado. A diferenca
entre os dois valores € chamada de erro estatistico. Portanto, os erros e
incertezas estimadas no MC se referem tdo somente a precisdo do calculo e nao
exatidao, sendo possivel determinar um valor com alta precisdo mas nao com
exatidao.

Existem basicamente 3 fatores que afetam a exatidao do resultado: a) o
cédigo computacional: limitagdes nos dados, tais como, secdes de choque, e até
mesmo erros de programagcao; b) modelagem do problema: modelos geométricos,
materiais e composicées que ndo sao representacdes adequadas; ¢) o usuario:
erros na elaboracdo dos dados de entrada do cddigo, interpretacdo equivocada

dos resultados.

3.3. Erro Relativo
O erro relativo representa a precisao estatistica com uma fracdo do valor
(x)

X

médio estimado tal que: R=
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2 =2
X —X

Sabendo que S(x)=

, temos que:

Algumas observagdes importantes sobre R podem ser feitas a partir desta
equacao:

a) se todos os x;'s forem iguais e diferentes de zero entdo R = 0;

b) se os valores de x;’s sao todos zeros, R é definido como sendo Zero;

c) se existe somente 1 valor diferente de Zero, R aproxima-se de 1 a medida

que N — .

3.4. Figura de Mérito

Conforme eq.(1) o valor de R? é proporcional a 1/N. Por sua vez o tempo
computacional T é proporcional a N, de forma que o produto R?T deve ser
aproximadamente constante com N dentro do processo de MC. Assim define-se a
Figura de Mérito como:

1

R’T

FOM = (3.10)

Esta grandeza nos da um indicativo do comportamento do resultado, sendo que,
para resultados bem comportados o valor de FOM deve ser aproximadamente
constante. Reescrevendo a eq.(2), tem-se:

R (3.11)

Fica claro que é vantagem ter um valor grande de FOM uma vez que o tempo de
processamento para atingir a precisdo R é proporcionalmente diminuido. Esta
grandeza tem 3 utilidades:
a) ela é utilizada como um indicador da confiabilidade dos resultados.
Problemas em que a FOM ndo sao constantes pode nao haver

confiabilidade;
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b) A FOM pode ser utilizada para aumentar a eficiéncia de calculo através de
pequenos testes com diferentes parametros de técnicas de reducédo de
variancia escolhendo-se o que apresentar maior valor de FOM;

c) A FOM pode ser utilizada para estimar o tempo de processamento
necessario par alcancar um desejado valor de R.

3.5. Componentes do erro relativo

O valor de R pode ser separado em 2 componentes:
a) uma componente R% que caracteriza a eficiéncia de amostragem com eventos
favoraveis nao nulos;
b) dispersao intrinseca dos x;’s ndo nulos dado por R%.

Definindo-se g como sendo a fracdo de eventos que produzem valores de
Xi's ndo nulos tem-se:

2
2%

|

Rl =—"— (1-9)
n Rz = 3.12
Z qN eff qN ( )
xi

x;#0

Tal que:
2 _ p2 2
R = Rint + Reﬁ‘ (3.13)

2
int

Caso onde todos os x;'s sdo idénticos e diferentes de zero, tanto R:, como ijf

sdo zeros. Em caso onde ha 100% de eficiéncia R’ =0 (pois g=1).
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UNIDADE IV

4. Distribuicoes: Bernoulli, Binomial, Multinomial, Poisson e

Normal

4.1. Distribuicao de Bernoulli

As leis de probabilidade Normal e de Poisson sdo duas das leis de
probabilidade mais importantes na ciéncia. Ambas as leis sdo casos limites da lei
de probabilidade Binomial que é a lei de probabilidade que governa uma soma de
variaveis aleatérias, cada umas das quais governada pela mesma lei de
probabilidade de Bernoulli.

As leis de probabilidade de Bernoulli, Binomial e de Poisson governam as
variaveis aleatorias discretas (variaveis que assumem apenas valores inteiros). A
variavel aleatéria x é dita ter uma distribuicdao de Bernoulli caracterizada por um
parametro p(O<p<1) se a funcéo distribuicdo de probabilidade para esta variavel

aleatoria puder ser escrita como:

P(x)=p*(1-p)™ (4.1)

para x=0 ou 1. A lei de probabilidade de Bernoulli governa uma variavel aleatéria
que pode assumir somente dois valores, uma ocorrendo com probabilidade p e
outra com probabilidade 1-p. O exemplo tradicional € o langamento de moedas
onde existem apenas duas possibilidades: “cara” ou “coroa”. Neste caso, as
probabilidades de cada evento s&o iguais, sendo que, p=1-p=1/2. Assim como
este exemplo, existem varios outros exemplos similares que sdo governados pela
lei de probabilidade de Bernoulli.

A média e a variancia da distribuicao de Bernoulli sdo calculadas como

segue:
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x=1
X=2xPx)= 2xp*(1-p)™ =p (4.2)

¢’(X)=x"-%’ =Y x’P(x)—p’ = éxzp"(l—p)l"‘ -p° =p(-p) 43

4.2. Distribuicao de Binomial

Considere agora n variaveis aleatérias X1, Xa,......... Xn, Cada um gerado de
forma independente pela mesma lei de probabilidade de Bernoulli. A soma desta
seqléncia de variaveis aleatérias € também uma variavel aleatéria, tal que,

X=X14+X2+..uuunns Xn € que obedece a seguinte distribuicao:

n! n-x
P(x) _ﬁ p*(-p) (4.4)

onde x é qualquer inteiro 0 < x < n. Esta distribuicdo € chamada de distribuicao
binomial caracterizada pelos parametros n e p. Por exemplo, uma aplicacéo para
esta distribuicdo € responder a seguinte pergunta: “Em n lancamentos de uma
moeda, qual é a probabilidade de obter x caras dado que a probabilidade de se
obter cara em um langamento é p ?” Ou a seguinte pergunta em fisica nuclear:
“Em n observacbes de uma amostra radioativa, qual a probabilidade de observar
x decaimentos, dado que a probabilidade de um simples decaimento por unidade
detempoép ?”

A média e a variancia pra a distribuicao binomial sdo dadas por:

n n L
X = ZXP(X)—E‘X xI(n— ), p*(l-p)" _le ﬁ p*(l-p)"" =
pz (n—1)! p* (1= )6l

= (X=DI[(m—=1)-(x-D]!

< v (- y [(a-1)-y]
X=n 1— Yl =
pygoy![(n—l)—y]!p =P
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Utilizando-se a teorema binomial da algebra:

n! o
a+b ——a'b™"
( )" IZOI,(H Y (4.5)
tem-se que:
x=np[p+(1-p)]™" =np (4.6)

e a variancia fica:

6> () =x* -%* = T x*P(x) - (np)* = Tx(x ~ DP(x) + X xP(x) - (np)°

X

n!
—ZX(X D m—P p*(1-p)"" +np - (np)’
n n!
= 2x(x-h o TP *(1-p)" +np - (np)’
2 _ n(n-1)(n-2)! 20 x-2 1 N\[(0-2)—(x-2)] _ 2
EZ{X( )X(X—l)(X—2)![(n—2)—(X—2)]!pp (=p) }+np (np)
_ (n-2)! X2 (1 _ e\ [(0-2)=(x-2)] _ 2
=n(n-1)p* 22{()( -2 —x—21" (1-p) }+np (np)

n 2 _2 | “2)-y )
=n(n-1)p yzo{y'[((n_z))_ ]' p'(1-p)™? 1}+np—(np)

¢’ (X)=n(m-1p’*[p+1-p)]"™> +np - (np)’

¢’ (X)=n(n-1)p° +np - (np)* = (np)’ —np” +np — (np)’ =np(1-p) (4.7)

4.3. Distribuicao Multinomial

Seja um experimento que permite ter k resultados diferentes mutuamente
exclusivos A1, As,......, A, formando o espaco amostral. Considere n tentativas

deste experimento sendo que as probabilidades pi’s associados aos k resultados

sao tais que: Zpl. =1. Seja y1, Y2,......, Yk as variaveis aleatérias que sao as

i=1
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ocorréncias associadas ao k resultados possiveis. A probabilidade neste caso é
dada por:

P(A =y,A =Y,0.., A, =y,)=

Note que: (¥, + ¥, +....... +y.)=n

O valor esperado de A e a variancia sdo dados por:
E(A|) = (A1+A2+ ...... +Ak).pi
0?(A) = (A1+Az+.....+A).pi.(1- pi), para k = 1,2,........ k.

4.4. Distribuicao de Poisson

Considere agora, a distribuicdo binomial dada pela equacao (4.4) onde
p<<1 e x<<n. No caso do decaimento radioativo de uma amostra estas condi¢des
implicam que a probabilidade de decaimento de um radionuclideo da amostra
durante o tempo de observacdo é extremamente pequena € o numero de
radionuclideos que decaem no tempo de observagcao € muito pequeno em relacao
ao numero de radionuclideos na amostra. Nestas condicoes a distribuicao
Binomial aproxima-se da distribuicao de Poisson. A suposicao de que p<<1 e

x<<n implica que:

n! nn-1)...(m-x+)m-x)(n—-x-1)....... )1 —nm-1)...n-x+1)=n"

(n—x)! m-x)(n—x-1).....2)(1)
(4.9)

Para p<<1 tem-se que:

In(1—p)"™ =@ —x)In(l-p)
como n-x=n e In(1-p)=-p tem-se que:

Inl-p)"™ =z —np

portanto tem-se que:

(1-p)"™ =exp(-np) (4.10)
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Substituindo-se as equacdes (2.30) e (2.31) em (2.26) tem-se:

P(x) = P g

X! (4.11)

4.5. Distribuicao Normal

Considere a distribuicdo binomial onde n, x e n-x sdao todos niumeros muito
grandes. Nestas circunstancias a distribuicdo binomial possui um valor maximo
centrado em x=np e altamente simétrico em torno deste valor. Esta caracteristica
motiva a tratar P(x) como uma funcdo que varia suavemente em funcdo de uma
variavel continua x nas vizinhangas do valor maximo, de forma que, o histograma
que representa pontos discretos da distribuicdo binomial pode ser observado
como uma curva cada vez mais suave a medida que o valor de n aumenta para
um valor fixo de x e p. Desde que InP(x) possui um maximo onde P(x) possui e
desde que a variacao de InP(x) € menor que a variagao de P(x), torna-se mais util
expandir InP(x) em série de Taylor ao invés da prépria funcao P(x) em torno do
valor maximo. Denotando X como o valor de x onde P(x) € maximo e usando-se a

expansao de Taylor tem-se:

In[P(x)] =[InP(x)] _; + [M]X:i (x—X)+ l[aln—lz)(x)]xﬁ (xX—%X)+....... (4.12)
ox 2 ox
=C1 =0
C1=InC
P(x), _ 10" InPx) _ %)
In[ C ]= 2[ o ],s(x—X) (4.13)

Usando-se a aproximacao de Stirling para o fatorial de um numero grande

tal que: In x! =z x In x — x para (x>>1). Tem-se que:

|
InPx)=In| — % p*1—p)™* | = Inn'{In x4+ In(n — x)!] + Inp* + In(l — p)™™
x!(n —x)!

=nlnn—-n—-xInx+x—-Mm-x)In(n—x)+(n—x)+xInp+ (n—x)In(1-p)
=nlnn—-xInx—-(n—-x)In(n—x)+xInp+ (n—x)In(l1-p)

(4.14)
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PR __nx+ %) clnm-x)- P Inp—In(l—p) =
ox X (n—x)
=—1—1nx+ln(n—x)+1+lnp—1n(1—p):ln{w}
x(1-p)
(4.15)
[alnP(x)} 0
aX x=X
portanto:
{(n—ﬁ)p} _
x(1-p)
assim
X =np
82lnP(x):i 1 = (m-x)p }_ P ) sy |= X [—n}
ox’ ox x(1-p) ox| (1-p) X m-x)| x> | (-p)np
(4.16)
P 19*’InP -1 -
Inf (X)]_[—n—(x)]n( S SERL Pt S R
ox’ 2| (A-pnp |
(4.17)
P(x) = Cexp{_(x_—npf} (4.18)
(1-p)2np

A equacao (2.39) representa a distribuicao Normal de forma que se a
variavel aleatoria continua possui uma distribuicdo que obedece a essa lei cujo
valor médio é x=np e variancia o’=np(1-p) a equacdo (2.39) pode ser reescrita
como:

P(x) = Cexp{%} (4.19)

o
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UNIDADE V

5. Distribuicoes Associada, Marginal e Condicional

5.1. Funcao Probabilidade Associada

A condicao ou estado de uma particula é descrita em termos de 7 variaveis
que compreende 3 variaveis para posicao, 2 para direcdo uma variavel para a

energia e outra para o tempo:

Posicao — (x,y,z)

Direcao —(6,9)

Energia—E

Tempo —t

Desta forma, um evento aleatério geralmente serd especificado por mais
que uma variavel aleatéria. Define-se entdo uma CDF chamada funcgéao

probabilidade associada:

F(x,y)=P({<x,n<y) = a probabilidade que a variavel aleatéria & e n sejam

menores ou iguais que a x e y respectivamente.

A funcao pdf associada correspondente é:

f(x,y)=02F(X,y)/0xdy=02F (x,y)/dyox,

onde: f(x,y)>0 e | ] f(x,y)dxdy=1

Entao f(x,y)AxAy é aproximadamente a probabilidade de que o evento

(x<€<x+AX, y<n<y+Ay) ocorra.

43



5.2. Funcao Probabilidade Marginal e Condicional

A funcao probabilidade CDF marginal de x, F(x,), é definida como a
probabilidade que &<x enquanto mn pode assumir qualquer valor y<e. E a

correspondente pdf marginal de x sera:

f(x,00)=[f(x,y)dy=0F (x,00)/0x

De forma semelhante a CDF marginal de y, F(«,y) e a correspondente pdf

de y sdo dados por:

f(oo,y)=/ f(X,y)dX = OF (c0,y)/dy

Agora, assumindo-se que o valor y* foi selecionado para a variavel
aleatdria y. A pdf de x cujo valor ainda nao foi especificado pode ser denotada
como f(x/y*) e sera chamada de pdf condicional de x, desde que o valor de n=y*
tenha sido determinado por meio da pdf marginal de vy, f(e,y). Desta forma, pode-
se relacionar a pdf condicional de x com as pdf's marginal e associada da

seguinte forma:

FO/y*)=t06Y ") A (o0,y7),

onde f(eo,y*)=[f(x,y*)dx & um fator de normalizacdo apropriado de forma que:
[f(x/y*)dx=1

A correspondente cdf condicional de x dado que n=y* é:

F(xly*)=F(x,y*)/f(ee.y")

Uma vez mais, assumindo-se que o valor x* tenha sido selecionado para a

variavel aleatéria x, a pdf de y cujo valor ainda nao foi especificado pode ser
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denotada por f(x*/y) e sera chamada de pdf condicional de y, desde que o valor

de &=x* tenha sido determinado tal que:
f(y/x*)=f(x*,y)/f(X*,e0)

e a cdf condicional de y sera:
F(y/x*)=F(x*,y)/f(x*,o0)

Se P(&<xn<y)=P(E<x).P(n<y), ou seja F(x,y)=F(x)F(y), as variaveis

aleatorias £ e n sdo independentes. Neste caso temos:
f(x,y)=0%F (x,y)/oxdy=[oF (x,y)/ox][F(x,y)dy] = f(X).g(y)

A CDF associada pode ser fatorada no produto das fun¢gées marginais e

condicionais, tal que:

P(x,y) = P(x).P(ylx)
ou

P(xly) = P(x,y)/P(y)

Se x e y sdo va’s discretas, pode se escrever que:

P(y)=) P(x,y)

tal que:

P(x,y) P(y|x).P(x)
P(x1y)= =
=S by T S PG X)p(X)

(teorema de Bayes)
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5.3. Caso para variaveis independentes

Os conceitos de funcdes probabilidades marginais e condicionais ndo sao
necessarios se as distribuicoes de & e n sdo estatisticamente independentes entre

si e neste caso as fungdes probabilidades associadas pdf e cdf sdo dadas por:

f(x.y)=f(x)-9(y)
F(x.y)=F(x).G(y)

Caso contrario, f(x,y)#f(x).g(y) e F(x,y)#F(x).G(y), sendo que, as selecdes de § e 1
devem ser feitos a partir das cdf’s e pdf’s marginais e condicionais.

Para ilustrar a selecao de variaveis aleatérias de uma fungéo probabilidade
associada, considere a funcao associada cdf, F(x,y,z). As 3 variaveis aleatorias

sao estocasticamente independentes se:

F(x.y,2)=F(x).F(y).F(z),

nao é suficiente que as variaveis sejam independentes em pares, ou seja:

FOGy)=F(x).F(y); F(x,2)=F(x).F(z) ; F(y,2)=F(z).F(y)

5.4. Caso para variaveis dependentes

Neste caso, ou seja, se as variaveis ndo sao independentes, a selecao das

variaveis aleatérias &, n e { pode ser feita com o seguinte procedimento:

1) Define-se a seguinte pdf marginal para x:

f(X,00,00)= [ f(x,y,z)dydz

Note que y e z ainda nao estao especificados e que f(x,0,) & uma pdf

normalizada para x desde que:
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[ I TH(x,y,z)dxdydz=] f(x,c0,c0)dX=1

2) Selecione a variavel aleatéria & de f(x,o0,0) tal que:

g
R [ f(x,00,00)dx

onde Rj é um numero aleatério.

Define-se a pdf condicional para a variavel y como:

f(S,y,o)
(y18,00) = —22 %)
gylg H(E.0000)
sendo que:
f(€,00,00)= [ 1(€,y,z)dydz (fator de normalizacéo)

f(g,Y,oo) = j f(&,y,Z)dZ

3) Selecione a variavel aleatéria n de g(y|§,), tal que:

n
Ro= Ig(y | &, 00)dy onde R, é um outro nimero aleatorio.

—0Q

Define-se uma pdf condicional para a variavel z como:

f&nz _  fEnz2)
f(€.m,00)  g(M1&,00)f(§,00,00)

h(zl&n) =

onde:
f(Emn,0)=] f(En,2)dz e
g(n|&,00)=F(E,M,00)/f(E,00,00)
Desta forma:
& é selecionado de f(x,o0,o0)
n é selecionado de g(y|&,e°)

h(z|&,m) é a pdf condicional de z
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4) Selecione a variavel aleatéria £ de h(z|§,n) tal que:

g
Re= | h(z1&m)dz

onde Rs é um outro numero aleatério.

Aplicacao: Podemos provar que na técnica da rejeicdo estamos realmente
amostrando da PDF de x que € dada por p(x). A condicdo que usamos é: ps <
p(x)/M (veja unidade Il), onde p, € um numero aleatério entre 0 e 1. Assim a

funcéo densidade de probabilidade condicional de x fica:

f(x,p,)
f(e=,p,)

As funcgdes associada e marginal de x sdo dadas por:

fxlp,)=

fx pz)_—j pz € f(eo,py)= I( j pzj

De forma que a fungéo condicional sera:

L e 6
( _ L dpzj pM d p(-x)
fxlpy)=— (b1 a) - =— I(;() Pr 1 bM ~ ()
L((b—a) .L'dpzjdx LUOM dszdx ﬁj.ap(x)dx

Portanto, a funcao densidade condicional de x é a prépria funcao densidade de

probabilidade p(x).

5.5. Estimativa de Parametros
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UNIDADE Vi

6. Processo de Interacao da Radiacao com a Matéria

6.1. Caminho livre médio e transmissao

6.2. Fotons

Os processos de interacdo do fé6ton com a matéria e que influenciam na
deposicao de energia e espalhamento na faixa de 10 keV a 10 MeV estédo
mostrados na figura 1. Cada foton interage com o meio através de um dos
processos primarios de interacdo: espalhamento coerente, espalhamento
incoerente, absorcao fotoelétrica e produgcdo de pares. A freqiiéncia relativa de
cada processo é determinada por sua secao de choque como ilustrado na figura
2, para o caso da agua. Cada um destes processos modifica o “estado” do féton
em termos de energia e trajetoria. Embora, os raios-X caracteristicos e fétons do
processo de aniquilagdo sejam classificados como processos secundarios do
ponto de vista do método de Monte Carlo, elas sdo consideradas uma forma
especial de espalhamento.

Além do espalhamento, cada processo primario (exceto espalhamento
coerente), transfere parte da energia do fé6ton em energia cinética das particulas
carregadas como elétrons e positrons. Uma componente da cascata elétron-féton
que pode influenciar significantemente na distribuicdo de fétons é a conversao de
energia cinética do elétron ou pésitrons em raios-X através do espalhamento

nuclear inelastico ou bremstrahlung.
6.2.1. Dados Nucleares e Atomicos

Secbes de choque em funcdo da energia o(E) de cada material sao
necessarios a fim de amostrar a distancia entre sucessivas colisoes. Além disso,

necessita-se das secdes de choque totais para cada mecanismo de colisdo. A
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maneira mais pratica de fornecer estes dados € em forma de probabilidades

condicionais, Ppe, Pcoe, Pincoe € Ppp cOMO mostrado na figura 3.4.

Primary
Photon

# |

Incoharent Pair

i Primary
Scatter Production Brocasses

Compton
Electrons = Secandary
Charged Particlas
¥ ]
Primary Characteristlc Compton Annikilation
Photon Xrays Pholon Pholons
{ i 3 } Scatipred
! ¥ ¥ f 1 Photons
Charged Particle K.E.: Energy Bremssirahlung
Dﬁpﬂﬁmm Pholons
Figura 1
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6.2.2. O Efeito Fotoelétrico

Neste efeito o foton incidente € absorvido e um elétron do atomo alvo é
ejetado do atomo. O momento € conservado pelo recuo do atomo residual. O
elétron ejetado carrega a energia do fé6ton menos a energia de ligagdo. Para que
um elétron de uma determinada camada eletrbnica possa participar deste
processo, o féton incidente dever possuir uma energia que excede a energia de
ligacdo do elétron nesta camada. As curvas de sec¢des de choque fotoelétrico
demonstram que elétrons de diferentes camadas participam do processo a
medida que a energia do féton incidente aumenta.

O elétron podem também provocar uma ionizagdo secundaria. Por
exemplo, na area de radiologia (diagnostico médico) os fétons sdo geralmente
produzidos por Bremsstrahlung provocados por elétrons na faixa de até 100 KeV,
sendo que, o range destes elétrons na agua é da ordem de 0.13 mm. Para efeito
de simulagao de Monte Carlo o elemento de volume considerado para o calculo
de deposicao de energia possui dimensées maiores, sendo que, nestes casos
despreza-se a difusdo de elétrons assumindo-se que sua energia é absorvida
localmente.

O atomo excitado libera sua energia por meio de 2 processos que
competem entre si: a emissao de fétons de raio-X de fluorescéncia e a ejecao de
elétrons Auger. Estes elétrons geralmente sdo de baixa energia e sao
considerados como sendo absorvidos localmente, enquanto que os raios-X
podem sofrer os mesmo tipos de colisdes que o féton primario. A probabilidade de
emissdo de um foton de fluorescéncia devido a transicdo de um elétron de uma
camada mais alta para uma mais baixa de energia é dado pelo produto do yield
de fluorescéncia pertinente a camada eletrénica e a probabilidade de participagéao
no efeito fotoelétrico pelos elétrons naquela camada eletrbnica. Entretanto, a
probabilidade de emissado de raios-X de fluorescéncia que ndao sejam da camada
K sao pequenas.

Para a simulagao do espalhamento do f6ton por Monte Carlo a pratica comum
€ definir uma energia de corte tal que quando a energia do féton cai abaixo deste
valor, a histéria do féton é terminada e sua energia é assumida como sendo
depositada localmente. Este energia de corte € estabelecida através de 2

52



critérios: a) deve ser na regiao de energia onde o efeito fotoelétrico é o processo
dominante; b) o livre caminho médio do féton dever ser menor que as dimensdes
do volume de interesse.

A secéao de choque fotoelétrica depende da energia do féton incidente e do
namero atébmico do atomo alvo. Ela aumenta (4 ou 5 vezes na poténcia) com o
namero atémico e diminui rapidamente com o aumento da energia do féton. Neste
sentido, este efeito torna-se predominante em baixas energias e materiais de alto
namero atdémico. Fétons de energia de 5 keV tem probabilidade de sofrer efeito
fotoelétrico de 98 %, portanto, um valor de corte de energia de 5 keV é
suficientemente pequeno. Em materiais com numero atémico menor que 20 a
energia de ligacdo da camada K & menor que 5 keV e portanto, a energia dos
raios-X esta abaixo da energia de corte de 5 keV. Neste sentido, em simulagdes
de Monte Carlo em radiologia diagnostica em tecido humano de baixo Z, por
exemplo, a histéria do féton termina ap6s o primeiro efeito fotoelétrico sendo que
a energia do féton é inteiramente absorvida no local da interacdo. Em meios de
alto Z cujos raios-X caracteristicos possuem energia maior que a energia de corte
e, portanto sera simulado. Se a energia do féton que sofre interagédo fotoelétrica é
maior que a energia da camada K sera emitida um féton de fluorescéncia K; com

probabilidade:
pj=fk.Wk.|j (61)

onde fx é a fragdo da secao de choque fotoelétrico devido aos elétrons da camada
K, wy é o yield (abundancia) de fluorescéncia K, j representa uma das linhas K e |
é a freqliéncia relativa da transicdo K. A probabilidade total PF de ocorréncia de

fluorescéncia K sera:

PF= ) p,=fw 62)

Klinhas

sendo que a probabilidade de emissao de elétron Auger, PE sera:

PE=1-PF 6.3)



Para determinar qual dos processos vai ocorrer gera-se um numero aleatério R,

tal que se R > PF ocorrera a emissao de elétron Auger caso contrario se

j
J= min{j Y2 R} sera emitido um féton K; com sua energia caracteristica.

Um féton de fluorescéncia é emitido de forma isotrépica, portanto a direcéo
de emissdao é determinada amostrando-se a partir da distribuicao isotropica.
Como sabemos a probabilidade que um féton ser emitido dentro de um angulo
sélido dQ, numa distribuicdo isotropica, € igual a fracdo do elemento de angulo
sélido em uma geometria 4:
dQ  sin@dg
A Arm

p(6.9)dedg =

As respectivas fungdes densidade de probabilidade para ¢ e 6 sdo dadas por:
p(6) =sin6/2 e p(o)=1/2n

Uma forma simples e direta de amostrar a dire¢do é utilizar o método da inverséao

para estas funcdes tal que:
cosb=1-2R; e ¢=2nR, onde R; e R2sao dois nUmeros aleatorios.

Uma forma mais eficiente de amostrar (embora mais complicado) foi
desenvolvida por Marsaglia que usa uma generalizacdo da técnica de rejeicao.

Seja x1 e X2 par de pontos no plano onde ¢ é definido tal que, veja figura 1:

xi=2Ri— 1 ondei=1,2. Ri sdo nUmeros aleatérios.

S = x42 + x2%. O ponto (xi,X2) sera aceito se /S <1, isto &, o ponto esta
dentro do circulo de raio 1 sendo que ¢ pode ser obtido por:

sing = Xo/v/S cosd = X1//S
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O valor de S é também um numero aleatério e pode ser utilizado para a

determinacao de 6 tal que, cos6 =1 —-2S e sinb=2,/S1-S)

Desta forma num sistema de coordenadas cartesiano a direcao aleatéria de

emissao numa esfera de raio unitario sera dada por:

X = sinbcosd =2x14/1—-S

Y =sinfsing = 2x24/1-S
Z=cosb=1-2S

6.2.3. Espalhamento Coerente: Amostragem a partir da secao de
choque diferencial

O espalhamento coerente consiste de uma colisdo elastica entre o féton
incidente e um elétron orbital ligado ao atomo. No entanto, neste processo o
atomo nao é excitado nem ionizado, ocorrendo apenas a deflexdao do foton, e a
oscilacdo dos elétrons alvo que oscilam em fase e na mesma freqiéncia,
contribuindo  “coerentemente” para os fétons espalhados aumentando
grandemente a probabilidade de interacdo através de uma interferéncia
construtiva. A secao de choque diferencial atdmica para esta interagdao para um

material de nimero atémico Z é dada por:

2
w :%(1+ cos” 0)F>(x, 2) (6.5)

onde 6 é o angulo de espalhamento, e E é a energia do féton incidente em
unidades de moc? (massa de repouso do elétron), r. é o raio classico do elétron. A
funcédo F(x,Z) é chamada de funcao forma, sendo que, o quadrado desta funcao,
F?(x,Z), representa a probabilidade que os Z elétrons adquiram o momento de
recuo sem absorver qualquer energia do féton. Esta funcdo tem como variavel o

parametro de transferéncia de momento dado por:
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sen(g)

X = xz =KEJ/1-w (6.6)

onde A € o comprimento de onda do féton em Angstroms, w = cos6, e k é uma
constante igual a 29.1433. Na figura 3.5 estd ilustrado o gréfico de F(x,z) em
funcédo de x, onde se nota que ela é igual a Z para valores de transferéncia de
momento menores que os valores tipicos dos elétrons orbitais. A medida que a
transferéncia de momento x excede estes valores tipicos, o fator forma cai
rapidamente com o aumento do angulo de espalhamento e da energia do féton
incidente, resultando numa alta anisotropia na distribuicdo do &ngulo de
espalhamento.

A distribuicdo pode ser amostrada utilizando-se o teorema da inversao
numérica seguida por uma amostragem por rejeicdo. Aplicando-se primeiro o

teorema da inversao sob o fator forma, tem-se:

do
—dQ
0 (6.7)

h =—

onde o € a integral em todo espago amostral (normalizacdo). Sabendo que: dQ=
211sin6d6= -211dW tem-se:

. _ 207 Je* do(6) <in 470 — 27 Il do(w) dw

o dQ o v dQ (6.8)

1

Portanto,

R [o-F*(w,Z)dw
| I p— (6.9)
[ F*(w,Z)dw
Na pratica os valores de F(x, Z) sao tabelados para cada material, Z, de
forma que, o procedimento para amostragem do angulo de espalhamento fica:

1) Amostra-se um valor da tabela de F?(x, Z), digamos, F3(x*, Z) a
partir de um numero aleatério gerado r¢*.
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2) Uma vez obtido x* calcula-se w* tal que: w = 1—(E—E)2, utiliza-

se 0 método da rejeicdo como segue:

3) Gera-se um segundo numero aleatério r.* e faz-se o seguinte
teste:

, . . (l+w? . .

O valor de w* é aceito se: r, < ( 5 ) , caso contrario

amostra-se outro valor de x*.

6.2.4. Espalhamento Incoerente (Compton): Amostragem a partir
da secao de choque diferencial

O espalhamento incoerente € uma colisdo inelastica entre o atomo e
o féton de raios-X. Neste processo os elétrons orbitais retém parte da
energia do féton, alterando tanto a energia como a trajetéria do féton
incidente. No range de energia de interesse, a energia retida é suficiente
para ionizar o atomo alvo. No caso em que o alvo é um elétron livre em
repouso, tem-se o caso especifico do espalhamento Compton. Como no
caso de elétrons livres, assume-se que a energia do féton espalhado E’ e o

angulo de espalhamento 6 estdo relacionados pela seguinte equacao:

E

= (6.11)
1+ E(1l—cos0)

E (0)

A secao de choque diferencial neste caso é dada por:

do;, (E.0,Q) _ S(x.Z) do (E,0)

(6.12)
dQ dQ

o do, (E,0)

ond € a secao de choque diferencial de Klein-Nishina dada por:
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doyy, (E,0)
dQ

2 1_ 2 2
l’”ez[1+0!0(1—0050)]2 1+cos2 6+ ay(1—cos8) cm /ele‘tron
2 1+ a,(1-cos8) | steredian

(6.13)

Onde ag € a energia do féton incidente em unidade de energia de repouso do

elétron € = me.c® = 0.511 MeV. ao = E¢/€, onde E é a energia do féton e 6 é o

2

© _=2.818x10 " cm.
m,.cC

e

angulo de espalhamento do fétone r, =

S(x,Z) é o fator forma que representa a probabilidade que o atomo seja
excitado ou ionizado como resultado do recebimento do momento de recuo 2hx,
sendo que, o parametro x de transferéncia de momento.
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6.2.5. Producao de Pares

Neste processo o féton incidente desaparece no campo elétrico do ndcleo
alvo dando origem ao par elétron-pdésitron. Pelo fato de que apenas uma pequena
fracdo (2%) dos positrons serem aniquilados em véo, assume-se que 0s positrons
atingem o estado de repouso antes da aniquilagdo. Desta forma, assume-se que
a distribuicao angular dos fétons de aniquilacao é isotropica com 2 fétons saindo
em diregdes opostas. Na pratica, quando ocorre producéo de pares, considera-se
apenas 1 féton com energia de 511 KeV com o dobro do “peso”, sendo que, 0
transporte de energia pelos elétrons e pdésitrons é ignorado.

A energia do féton incidente E menos 2 vezes a massa de repouso do
elétron é distribuido para as energias cinéticas do elétron e do pésitron:

E-2m,c’ =E"+E” 2= + n' soq-d=a'+a

(6.14)
Assim a fracao de energia cinética transferida para o elétron é dada por:
X a
=~ 6.15
a—2 (6.15)

A aproximacao empirica que descreve a sec¢ao de choque diferencial de producao

de pares é dada por:

ﬁfgiflzc%zh+013ﬂob—052)za—z6] (6.16)
X

Onde:
z=2[x(1-x)]" (6.17)

e 0o é o valor de o(x) em x=1/2. Estes valores sédo tabelados em funcao de a.
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6.2.6. Descricao da simulacao para o transporte de fotons pelo
Método de Monte Carlo

A histéria de um foton pode ser representado por um conjunto de S,-k , tal
que j=1,23,....... Nk e k=1,23,......M, onde S denota o estado do féton antes

de sua j-ésima colisdo:
Sf'= (', &, B W) (6.18)

Onde r;, ©Q; e E; indicam a posigéo, diregdo e energia do k-ésimo féton (féton da
histéria k) imediatamente antes da j-ésima colisao. ij € 0 peso do foéton e que
corresponde a probabilidade com que o k-ésimo féton escape de ser absorvido
nas primeiras j-1 colisées.

Cada estado S; de uma sequiéncia {S;} pode ser amostrado através de uma
PDF condicional P(Sj|S;1) e que considera o conjunto de todas as trajetdrias

possiveis pela equacao de Boltzman. Desta forma a escolha do estado Sjk, dado

Sj-1k envolve o seguinte procedimento:
1) Atribuindo a energia e direcao resultante da (j-1)-ésima colisdo:

a) Se j=1 — colisdo de fétons primarios: atribui-se randomicamente uma
trajetoria inicial Q1, posicdo ri e energia E{, a partir da amostragem da
funcao fonte S(r,Q,E).

b) Sej>2 — fétons previamente espalhados:

i) escolhe-se randomicamente o processo de interacdo na (j-1) ésima
colisdo baseado nas magnitudes relativas das secbes de choque no
processo competitivo entre efeito fotoelétrico, ope, espalhamento
coerente e incoerente, G¢o, Ginc € €tC.

ii) amostragem da PDF definida pela secao de choque diferencial do
processo escolhido em i), para a escolha da direcdo de emergéncia
apos a (j-1)-ésima colisao, isto €, a quantidade ij.

iii) calcula-se a energia E; apos a (j-1)-ésima colisdo da relagéo energia-
angulo de espalhamento.
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2) Atribui-se o peso ij apoés a (j-1)-ésima colisao

3) Determina-se a posigéo da j-ésima coliséo r;, tal que:
I’j = rj_1 + QJS (619)

a partir da amostragem da PDF P(S) tal que:
P(S) = o(E)) exp(-o(E;).S) (6.20)

Onde S é a distancia entre a posicao da (j-1)-ésima e a j-ésima colisédo.

4) Determina-se a contribuicdo desta colisdo para a quantidade de interesse
5) Retornar ao passo 1.

Normalmente em simulagées que envolvem meios com numero atémico Z
baixo, processo fotoelétrico acaba terminando a histéria do féton uma vez que o
foton acaba sendo totalmente absorvido. Para se aumentar a eficiéncia da
simulacdo pode-se eliminar o processo fotoelétrico com possivel mecanismo de
interacdo compensando com a diminui¢cao do peso ij apoés a (j-1)-ésima coliséo,
multiplicando-se pela probabilidade de sobrevivéncia a absor¢ao fotoelétrica de tal

forma que o novo peso fica expresso como:

WY = Wi [1 - Gpe(E) O(Ep)] (6.21)

6.3. Interacao do néutron com a matéria

Fotons geralmente interagem com os elétrons do atomo enquanto neutrons
interagem predominantemente com o nucleo. Além disso, as se¢des de choque
versus energia sdo muito complicadas e para muitos casos nao ha formulacao
tedrica. Existem ressonancias onde a se¢des de choque variam num range muito

pequeno de energia. Do ponto de vista computacional ha basicamente 2 maneiras
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de tratar o problema. A primeira € permitir que a energia varie de forma continua.
A dificuldade que surge neste caso € obter uma interpolacdo adequada entre
diferentes energias. A segunda maneira é utilizar o tratamento em multigrupo
onde o intervalo de energia é artificialmente dividido em varios grupos, sendo que,
a secao de choque média no grupo é considerada. O problema fundamental deste
processo € que para obter o valor médio das secdes de choque do grupo é
necessario utilizar o fluxo de néutrons nesta faixa de energia, o que geralmente é
desconhecido.

Mesmo em caso de tratamento continuo, néutrons que atingem a regiao
térmica apés uma sequéncia de eventos de espalhamento sdo tratados num
grupo separado. Geralmente, néutrons cujas energias sao menores que 0.5 eV

sao chamados néutrons térmicos.

6.3.1 Captura

Neste processo a histdéria do néutron termina. Um caso particular é a
captura radioativa onde existe a emissdo de um féton ap6és a absorcdo do

néutron.

6.4. Interacao de elétrons com a matéria

A simulacgéo direta das interacdes das particulas carregadas é um processo
muito trabalhoso, devido ao grande numero de interagdes coulombianas que
estas particulas sofrem. Uma aproximagao utilizada para este caso € construir um
caminho aleatério (artificial) que englobe o efeito de muitas interagdes. Ou seja,
muitos processos fisicos sdo agrupados em um Unico processo ou etapa o qual
denominamos histéria condensada ou caminho aleatério condensado. As
probabilidades de transicdo deste processo sao dadas pelas teorias de multi-
espalhamento. Se por um lado, estas aproximacdes permitem a realizacao pratica
da simulacdo de particulas carregadas com a matéria, por outro lado, elas
introduzem erros sistematicos que precisam ser avaliados, ou através de

experimentos ou calculos independentes.

6.4.1 Método das historias condensadas (Classe I)
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No método de histérias condensadas, a trajetéria do elétron é dividido em
varios segmentos ou “steps”. O caminho aleatério condensado dos elétrons pode
ser considerado em termos de uma seqiiéncia de um conjunto de valores que
representam o “estado” do elétron em cada segmento (s;, Ei, uj, i), onde s;, E;, u;,

r, sao respectivamente, o comprimento de caminho, a energia, a diregdo e a
posicao do elétron no final da etapa de energia i.

(O,EO,tO,UO,rO)! (515 E1,t1,U1,r1), (52! E2,t2,U2,r2),

(S1sE1st1su1sr1) (SnsEnstnsunsrn)

JEEEEER]
L4

4
¢

»

(825E25t25u25r2) “ '-

“ “‘ | ]

t‘ ““ -‘

. -

(0,Eo,to,uo,ro)

sn+1yEn+1yt2n+1yun+1yrn+1)

Fig. B.1 Caminho randémico do elétron no meio.

Na média o comprimento de cada segmento pode ser expresso como:

. dE
E_—-E, = IM s (B.4)

onde —dE/ds é o “stopping power” total em energia por unidade de comprimento.
Esta quantidade depende da energia do elétron e do meio onde ela se move, e é

composta de dois termos: a) “stopping power” colisional ou nao-radioativo e b)
“stopping power” radioativo devido ao efeito bremstrahlung.

No cddigo MCNP a sequiéncia de comprimento de caminho {sn}, é dada tal que:
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El’l —
E =k (B.5)

n—1

O valor comumente usado é k=2-1/8, o que resulta numa perda média de
energia por “step” de 8,3 %. O segmento s=sn-sn-1 determinado desta forma é
chamado de ‘step’ de energia. O caminho randémico condensado € estruturado
em termos destes ‘steps’ de energia.

O angulo de espalhamento pode ser adequadamente obtida em cada ‘step’
de energia pela teoria de Goudsmit-Saunderson que é valida para qualquer
angulo de espalhamento. Entretanto, a precisdo dos calculos na obtencdo dos
resultados torna-se maior a medida que se considera ‘steps’ menores de energia
e definindo-se deflexdes angulares menores. Neste sentido, no modelo de célculo
utilizado no cédigo MCNP, divide-se cada ‘step’ de energia em varios ‘substeps’ m
ou segmentos menores com comprimento s/m, onde sdo determinados o
espalhamento e a producao de particulas secundarias.

Na fase inicial do calculo de transporte de elétrons, todos os dados
relevantes sdo pré-calculados ou entdo lidos a partir de bibliotecas de dados e
entao processados. Estes dados incluem a grade de energia do elétron, valores
de ‘stopping power’, distribuicbes de probabilidade para deflexdes angulares,
range dos elétrons, range dos ‘steps’ de energia, comprimento dos ‘substeps’ e
producgao de particulas secundarias.

No inicio de cada ‘step’, € amostrada a taxa de perda de energia por
colisdo, sendo que na auséncia de flutuacao estatistica € o préprio valor médio
obtido através do calculo do ‘stopping power’ colisional, ou seja, o termo devido
apenas a colisbes sem levar em conta o termo devido ao termo de emisséo
radioativa via bremstrahlung (‘stopping power’ radioativo). Entretanto, devido as
flutuacdes estatisticas de perda de energia, o que se faz € amostrar o valor de
perda de energia no step, através de uma funcao apropriada (teoria de Landau).
Em cada ‘substep’ m é assumido a mesma taxa de perda de energia determinada
no ‘step’ de energia, portando, no final de cada substep a enegia do elétron
assume o valor E — A/m, onde E é a energia atual do elétron, A é a perda de

energia amostrada no step e m o numero de substeps.

64



O numero de ‘substeps’ pode ser reduzido se a energia do elétron cair
abaixo do limite do ‘step’ de energia ou se o elétron atingir uma interface
geométrica. Nestas circunstancias apés completar todos os ‘substeps’, inicia-se
um novo ‘step’ de energia determinando-se um novo valor de taxa de perda de
energia. Com excec¢do do calculo de energia perdida e da flutuacdo, a simulagéao
das interacdes dos elétrons sao feitas nos ‘substeps’.

A teoria de Goudsmit-Saunderson é usada para determinar as deflexdes
angulares, tal que a direcao do elétron muda no final de cada ‘substep’. Baseada
na taxa de perda de energia e no comprimento do ‘substep’, determina-se a
energia do elétron no fim de cada ‘substep’. E, finalmente, com distribuicées de
probabilidade apropriadas, determina-se a producdo de particulas secundarias,
tais como, raios-X fluorescente, fétons originados do efeito bremstrahlung e raios
delta (knock-on elétrons).

O comprimento de cada ‘substep’ é obtido a partir do termo de “stopping
power” total dada pela equacao (B.5). A perda de energia no ‘substep’ é obtida
por dois processos: a) a energia perdida devida ao processo nao-radioativo, ou
colisional, é obtida baseada na taxa de perda de energia no ‘step’ de energia e no
comprimento do ‘substep’; b) a amostragem do féton de bremstrahlung é tratada
de forma essencialmente analoga, assim quando um féton de bremstrahlung é
gerado no ‘substep’, a perda de energia radioativa é subtraida explicitamente da
energia perdida no final de cada ‘substep’ [Briemeister, 1997].

6.4.2. Energia Perdida e “Stopping Power” Colisional Restrito

A secado de choque Moller para espalhamento nas interacdes elétron-

elétron € dada por:

do_C)1 1 +( T jz_ 2t+1 1
dE Ele* (-&’ \z+1) (r+1)’el-¢) (B6)

onde :
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C=2ne*/mv?

e=carga do elétron

m=massa do elétron

v=velocidade do elétron

E = energia cinética do elétron

7 = Energia cinética em unidades de energia de repouso do elétron, t = E/mc?

€ = energia transferida em unidades de E. (ou fracdo da energia transferida na

interacéao.

Fazendo-se a restricdio de que hajam apenas interacées cujas
transferéncias de energia € ,sejam menores que um certo limite &, dai o termo

“stopping power” colisional restrito ou “soft” (esta é uma aproximacado que

considera apenas interacdes nao catastroficas, ou seja, o elétron nao perde
grande parte de sua energia). A expressao para a determinagdo do “stopping
power” colisional restrito envolvendo colisbes com transferéncias de energia € < &

, pode ser obtida pela seguinte equacéo:

ds 0 de (B.7)

onde:

N = Numero de atomos por cm® no meio;

Z = NUmero atbmico.

Esta integral é resolvida em duas faixas de energia distintas: 0 < e < e e
e<e<e., sendo que (e<<gy). Na primeira faixa de energia, a secdo de choque
Moller ndo é vélida, uma vez que a expressao € valida apenas em situagdes onde
a energia transferida é consideravelmente maior que a energia de ligacao do
elétron atdmico [Al-Beteri, 1993]. Assim é utilizada a aproximacédo de Bethe para

valores pequenos de ¢, tal que:
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e do C 2E’e (1 +2)
. €—d€=—{ln( IE J—ﬂz} (B.8)

onde:

| = é o potencial de ionizacdo em unidades de energia (eV), obtidos através de
dados experimentais e;
B = v/c, onde c é a velocidade da luz.

A integracado da equacéo (B.7) usando-se a secdo de choque Moller (B.6)
de espalhamento em combinacdo com a equacao (B.8) acima nos da a expressao

para o ‘stopping power’ colisional:

dE) EXt+2) .
_Eglp _Nz(,{ln7+ f (2',80)—5} (B.9)
onde:
PR
2r+1 1
“(rey=l- g+ T ) &y In0—¢,)+1n[de, (1-€,)|+——
G b +(T+lj 2 (z+1)° nd-e)+lnde, (-2, 1-¢

(B.10)

e o0 parametro de correcao, 9, considera o efeito de densidade relacionado com a
polarizacdo do meio reduzindo o valor de ‘stopping power [Jenkins, 1988;
Briemeister, 1997; Berger, 1963].

No cdédigo MCNP todos os tipos de colisdes (hard e soft) sdo tratadas da
mesma forma, tal que, a energia maxima transferida assume valor 1/2, isto é,
e.=1/2, devido a indistinguilibilidade entre os dois elétrons que emergem da
colisdo, sendo que, por definicao o elétron que emerge com maior energia € o
elétron primario. Assim, substituindo-se o valor de &.=1/2, na equagéo (B.10) tem-

se!
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_ 2 1 T 2
fr@e)==f +1-n2)+C+n2)(—) B11)

Escrevendo a equacéao (B.9), tal que E=tm, e lp= I/m, juntamente com a
equacao (B.11) e definindo-se as constantes:

Co=In(2/?)

C3=1-|n2

C4=1/8 - In2

tem-se:

(dE ?
L0 N Y e SRy o] . N
ds m# 7+1
(B.12)
Para que a expressao acima torne-se independente da densidade atémica

do meio N, podemos expressa-las em termos de MeV.barn, dividindo-se por N

(atomos por cm?®). Definindo-se também uma constante o tal que:

(B.13)

a expressao final do “stopping power” colisional em unidades de MeV.barn,

efetivamente utilizado no cédigo MCNP é:

_(d_Ej _ Zlo%fh2
ds 27m

L nA(+2)-C, +C, ﬂ+c( j =)
7+1

(B.14)
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Na interacéo elétron-elétron considerada aqui, podem ocorrer situacées em
que o elétron secundario emergente da colisdo possua energia suficiente para
produzir outras ioniza¢cdées ou interagir com o meio antes de serem absorvidos, e
que portanto, precisam ser considerados para efeito de transporte de radiacéo e
deposicao de energia. Neste sentido, define-se uma energia de corte, &, a partir
da qual, o transporte de elétrons secundarios (knock-on) sdo considerados. A
probabilidade de tal ocorréncia pode ser expressa pela secao de choque Moller
de espalhamento tal que:

12 do
o(&)= N Ed‘? (B.15)

Substituindo a equacao (B.6) em (B.7) e resolvendo a integral, tem-se:

o) =211 +( 4 )2(1—5 )— 2rtl 176
YT Ele, 1-¢g )o@’ g (B.16)

Para a amostragem de elétrons secundarios com energias maiores que g
€ que, portanto, necessitam ser transportados, utiliza a distribuicdo de
probabilidade normalizada, a partir das equacdes (B.6) e (B.16) e dada pela

seguinte expressao:

ldO'd

E,.E)AE = E
g(&,&) o(e,) de (B.17)

6.4.3. Flutuacao na Energia (‘Energy Straggling’)

Devido a natureza das interagcbes dos elétrons, existem flutuacoes

consideraveis na perda de energia em torno do valor médio fornecido pelo
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‘stopping power’. Desta forma, a perda de energia nao corresponde simplesmente
a um valor médio, mas havera uma funcao distribuicdo de probabilidade, f(s,A)dA,
a partir da qual a perda de energia, (A), no ‘step’ s € amostrada [Jenkins e outros,
1988; Briemeister, 1997]. Originalmente, esta distribuicdo foi elaborado por
Landau [Morin, 1988], expressa através de uma funcdao ¢(A), onde A é uma

variavel adimensional. Esta distribuicao pode ser expressa como:

f(s,A)dA = ¢(/1)d/1 (B.18)

onde:

xX+i

1 o0
¢(1)=—.I cexp( uln p+ Ap)du (B.19)
27T 0

—joo

e sendo que a variavel A esta relacionada com a perda de energia A pela seguinte

expressao:
A 2 2
ﬂ=2—ln|:ﬂj‘#)lz}+5+ﬂz_l+7 (B.20)
e
27e* NZ
=——7—5 (B.21)
my

e v € a constante de Euler y= 0.5772157.....

A integral na equacgéao (B.19) tem sido tabelado para vérios valores de A

num intervalo entre —4<A<100 [Briemeister, 1997].
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6.4.4. Bremstrahlung

Além das colisbes inelasticas com elétrons do meio, outra forma de
transferéncia de energia do elétron incidente é o processo de freamento ou
“bremstrahlung”. No cédigo MCNP este processo € considerado em cada
“subestep” na trajetoria do elétron, isto €, em cada “substep” de energia, é
amostrada a probabilidade de producado de féton através de uma distribuicdo
tabelada de probabilidades de producao. Caso haja a formacgao do féton, amostra-
se a energia deste féton de acordo com a distribuicdo de probabilidade de
energia. A deflexdo angular do féton criado também é amostrada através de uma
distribuicao tabelada. Neste caso, a direcao do elétron ndo é alterada, uma vez
que as deflexdes angulares dos elétrons sdo obtidos pela teoria de multi-
espalhamento. Entretanto, a energia do elétron no final do “substep” é reduzida

pela subtracado da energia do féton amostrada [Briemeister, 1997].
6.4.5. Deflexoes Angulares e a Teoria de Multi-Espalhamento

A deflexdes angulares dos elétrons no codigo MCNP, sao tratadas através
da distribuicao de probabilidade de deflexdes angulares formulada por Goudsmit e
Saunderson [Jenkins, 1988; Brimeister, 1997; Berger, 1963; Goudsmit e
Saunderson, 1940]. A deflexdo angular que considera o efeito combinado de
colisbes elasticas e inelasticas € amostrada em cada “substep” a partir da
distribuicdo de multi-espalhamento que pode ser dada pela seguinte expressao:

= 20 +1
Ags (0,5) =)

=0

exp(—sG,) P, (cos 0) (B.22)

onde

+1
G, = 2an[d6(B,T)/dQ][l— P/ (cos 8)]d(cos )  (B.23)
-1

Na equacado (B.23) acima, o termo do(6,T)/dQ representa a segédo de

choque de espalhamento simples de um elétron com energia cinética T e onde N
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€ 0 numero de atomos por unidade de volume. Na pratica, esta secao de choque
€ avaliada de forma aproximada, mas adequada a partir da modificacdo da secao
de choque de Rutherford para considerar os efeitos relativisticos, spin e efeito de
blindagem eletrénica (“screening”), sendo que, pode-se escrever este termo como
gue constituido de 3 partes a saber: a) secao de choque de Rutherford para um
potencial coulombiano sem o efeito de blindagem eletrénica (“screening”); b) fator
de blindagem (“screening factor”) da carga nuclear devido a camada eletrénica e;
c) efeito relativistico e de spin.

Para energias abaixo de 0.256 MeV estas secbes de choque sédo avaliadas
numericamente e apresentadas em forma tabelas. Para energias maiores, estas

secdes de choque sao avaliadas a partir de uma forma analitica aproximada.

6.4.6 Método Misto (Classe Il)
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UNIDADE VI

7. Formalismo Matematico para Solucao do Transporte de

Radiacao — Equacao de Boltzman

7.1. Forma Integro-Diferencial

A distribuicao de particulas dentro de um sistema de fontes radioativas e

absorvedores pode ser completamente descrito especificando-se a fluéncia de

particulas ¢(r,QQ,E) em cada coordenada espacial r, direcdo Q e energia E de

forma que:

o(r,Q,E) = dN/dA (7.1)

onde dN é o numero de particulas que atravessam a area dA com normal Q,

localizado em r com Q € [Q, Q+dQ] e E € [E, E+dE], de forma que ¢ tem unidade

de particulas por cm? por unidade de angulo sélido e energia.

Para o calculo de o(r,2,E) é necessario 3 tipos de dados elementares:

1)

a probabilidade de cada processo de interacdo como funcéo da energia
E da particula incidente e das propriedades do meio. Estes dados séo
tabulados em termos de sec¢des de choque o(E,Z) cuja unidade € barns
(10%*cm?)e onde Z é o nimero atémico do meio. Equivalentemente,
pode ser utilizado o coeficiente de atenuacgao linear © em unidades de
cm™.
Para cada processo de interagdo, necessita-se também da funcao
densidade de probabilidade (pdf), que fornece a probabilidade de cada
possivel resultado da interacdo especificado em termos de angulo de
espalhamento Q’ e energia da particula emergente E’. Esta quantidade
€ conhecida como secao de choque diferencial, cuja expressédo é dada

por do(Q’,E’|E) dE’dQY’.
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3) Conhecimento da pdf que governa o transporte de uma particula
primaria ou espalhada de um ponto de colisdo ao proximo.

A densidade de fluxo para qualquer combinacao de fontes e condi¢cdes de
contorno é determinada completamente pela equacao de transporte de Boltzman.
Para isso, considere um cilindro com area de base dA e comprimento dl com eixo
paralelo a Q. O numero liquido de particulas com dire¢cdo Q e energia E criado no

cilindro por unidade de tempo é:
dA[o(r+dIQ,Q,E)-0(r,Q, E)]=dAdIQVo(r,Q,E) (7.2)

A diferenca no lado esquerdo desta equacéo é devido a contribuicdo

de 3 termos:

1) Termo de atenuacéo:
-o(r,E)o(r,Q,E)dIdA
2) Fonte de particulas:
S(r,Q,E)dl dA,
onde S(r,Q2,E) possui unidade de particulas por unidade de volume, angulo

solido e energia.

3) Espalhamento de particulas do estado (Q’,E’) para o estado (Q,E)

governado pela secédo de choque diferencial o(Q,E|Q’,E)
Fazendo a=(Q,E) a equacao (7.2) torna-se:

QVo(r,a) = -o(r,E)o(r,a) + Iq)(r,oc’)c(oqoc’)doc’ + S(r,o)
(7.3)

A Equacéo (7.3) € o ponto de partida para o tratamento de problemas de

transporte de radiacao.
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7.2. Forma Integral da Equacao de Boltzman

A transformacao da equacéo (7.3) na forma integral revela mais claramente
a natureza estocéastica do fenbmeno de transporte de radiagdo. Expandindo a eq.
(7.3) em ordem de espalhamento tem-se:

0=20! (7.4)

onde ¢' representa a densidade de fluxo de particulas do i-ésimo espalhamento.

Desta forma, para cada ordem de espalhamento n a equacgéao (7.3) torna-se:

QVo'(r,a) = -o(r,E)0"(r,a0) + [o™ (r,a’)o(r,a|or’)der[1-8n0] + S(r,c)3no
(7.5)

onde & é a funcao de Kronecker.
Considere agora o problema de calculo da fluéncia de particulas que surge
do n-ésimo espalhamento ao longo da linha r'=r-QR, onde r e Q séo fixos e R é

uma variavel positiva real, tal que:

o"(r,a) = ¢0"(r-QR,Q,E) (7.6)

do™(r',o)/dR = -QV"(r',0) (7.7)
Sabemos que:

d[o"(r',0)e " )/dR = do"(r',a)/dR " - o(r',E) e 0"(r, 1)
d[o"(r,a)e " J/dR = -[QVo"(r,a) + o(r,E)o"(r,0)] € (7.8)
aplicando a equacéao (7.8) na equacao (7.5) obtem-se:

[QVO(r,) + o(r,E)o"(r,0)] e°F =
{l™ (¥, o0)o(r" otler)dor [1-8mo] + S(r', )} & ™

como dno=0 para n=0, para n > 0 tem-se:
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-d[0"(r,)e " )/dR = e°% [o"(r,o)o(r oo )dor (7.9)
Integrando ambos os lados ao longo da linha r=r-QR com R de 0 a «, tem-se:

ParaR=0->r'=r-> ¢(r',a)=0(r,x)
ParaR =0 2> ' =-0 2> ¢(r,a) =0

- [{d[o"(r,)e*")/dR}dR = [e " [o"(r,o’)o(r’, 0|’ )dor’dR
[0"(-00,00)€ 7 - 0"(r,0)e %] = Je " [o" ' (r, o )o(r’, ot ) dovdR
Portanto,
o"(r,a) = [e " Jo"(r,a)o(r,a|o)da’dR  (n > 0) (7.10)
Para n=0, tem-se:
QVo(r,o) = -o(r,E)o’(r, o)+ S(r', o)
ou
QvVo’(r,a) + o(r,E)°(r,a) = S(r',o) (7.11)
Analogamente a equacéo (7.7) e (7.8) tem-se:

do’(r',0)/dR = -QVo’(r )

d[o°(r’,c)e " )/dR = do’(r,a)/dR e - o(r,E)e o’(r’, o)
d[o°(r’,c)e " )/dR = -[QV°(r,0) + o(r',E)e’(r, )] e°F

Alo°(r", )& " YdR = -8(r"00) &
Integrando em R de 0 a «, tem-se:

J{d[6°(r,a)e°")/dR}dR = -[S(r',a) € dR

76



0°(-o0,a) - ¢°(r,00) = -[S(r,) €7 dR
o°(r,a) = [S(r-QR,a) e°? dR (n =0) (7.12)
7.3. Densidade de Colisao

As equacbes 7.10 e 7.12 demonstram que a Unica fonte de particulas do n-
ésimo espalhamento com energia E e diregcdo Q e posicdo r provem das
particulas do (n-1)-ésimo espalhamento na posicdo r que no seu n-ésimo
espalhamento vao para o estado (2,E) para a posicao r. O termo exponencial leva
em conta as particulas que foram atenuadas pelo meio antes de alcancar r.

Reformulando a equacao de transporte em termos de densidade de colisao

tem-se que:

x(B) = o(r,E)o(r,Q,E) (7.13)

Esta equacao representa o niumero de particulas no estado B = (r,Q,E) sofrendo
colisdo por unidade de volume, angulo sélido e energia. Da mesma forma, define-

se x"(B) como a densidade de particulas no estado B sofrendo a n-ésima colisdo:

Xn(r,a) = G(r’E) q)n(ra(x) =
[e°® [o(r,E) o™ (r,a)o(r,E)[o(r ,alo)/o(r,E’)]dodR

x"(r,o) = Je ™ [ x"(r,&) o(r,E) [o(r, o) o(r’,E")]da’dR

Definindo-se P=(r,a) e substituindo-se a duas integrais por uma integral que

engloba todo o espaco de fase tem-se:

x"B) =" (r,o) P(BI,B") dP’ (n>0) (7.14)
onde:

P(BIB) = e°" o(r,E) [o(r,oo)/o(r,E)] (7.15)
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E chamada de probabilidade de transicdo do estado B’ para o estado B e,

' B) = o(r,E)0°(r,a) = Jo(r,E)S(r-QR,a) e°* dR (n =0)
(7.16)

Somando-se sobre todas as ordens de espalhamento n tem-se:

= 2 x"(B") P(BL.B) 0B’ + x'(B) (7.17)

Em muitos casos praticos de transporte ndo é necessario a especificacao
completa da radiacao em termos de y € ¢. Uma tipica quantidade de interesse é a
quantidade de energia depositada num detector com uma especifica composicéao
e geometria ou entdo o numero de particulas que atravessam uma dada
superficie de blindagem radiol6gica. Estas quantidades podem ser descritas por
meio de uma funcdo T(B) que representa a contribuigao relativa das particulas
que colidem em B para a quantidade de interesse.

O valor médio <T> por particula emitida é dada pela média da funcao T(p)

sobre todos os estados possiveis.

<T> =X [T(B)P"(B)dp (7.18)
P"(B) = %"(B)/x(B)dp (7.19)
o® = X[[<T> - T(B)I’P"(B)dpB (7.20)

Por exemplo, considere um detector esférico de raio ry centrado em r, . Entdo T

que fornece a energia depositada no detector é dada por:

T(r,QE)=E se |r—ro| < d;

0 se |r—ro| > d;
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Considere agora uma fonte isotrépica num meio absorvedor finito. Cada
trajetoria da particula € gerada de acordo com a seguinte sequéncia:
1) Amostra-se a direcao da particula de fonte a partir de uma PDF que
caracteriza a emissao isotrépica de fonte;
2) Amostra-se a posicao da proxima colisdo (distancia) através da lei de
atenuacao exponencial;
3) Obtém-se a dire¢do e a energia (Q,E") da particula espalhada a partir
da secdo de choque diferencial, o(a'|a’)/c(E®);
4) Em cada etapa do procedimento, pode-se verificar se a particula
interage com o detector.
Este processo é repetido até a particula ser completamente absorvida pelo meio.

7.4 Estimadores: Descricao dos Tallies no codigo MCNP

7.4.1. Corrente na superficie (Tally F1)

A corrente de particulas numa superficie é dada pela seguinte expressao:

J = [dE[dt[dA[dQ1 Qi | W(F, Q. E,1)
Onde:
W(F,Q,E,1) =v.n(F,Q, E,t) , entdo,
J = [dE[dQ[dA[v.dt| Qiil.n(F,Q,E,1)

é o fluxo angular em particulas/(seg.cm®.MeV.Sterediano). No caso, J é a

corrente total que atravessa a superficie.
Se quisermos discriminar em BINs de energia i, tempo jé angulo k, temos:

JH = [\ dE| so dQ[dA[ , vt Qi Ln(F,Q,E,1)

Os intervalos de energia AE;, de angulo AQy e de tempo At sdo definidos pelas

opcobes de entrada do MCNP respectivamente, E, C e T. Lembrando que J é a
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corrente total, para sabermos a corrente liquida temos Jpet = J, - J. , onde a

integracao em Q é dada em 2 BINs:

J. = [dE[dQ[dA[v.dt| Qi n(F,.QED (& >0)

J_=[dE[dQ[dA[v.dt| Qi n(F.Q.E1) (& <0)
Estas duas grandezas podem ser obtidas calculando-se as correntes em 2 BINs a

saber:

BIN 1 nointervalo de angulo (-1 <u<0)e
BIN 2 no intervalo de angulo (0 <p <1)

No MCNP a quantidade estimada e o peso da particula W.
Este tally pode ser modificado para um tally de energia em MeV usando a op¢ao
*F1 sendo que o resultado sera W.E.

7.4.2. Fluxo médio no volume (Tally F4)

O fluxo médio médio no volume é estimado da seguinte forma:

4, = éjdEJ.dt_[dV_[dQ.‘P(F,Q,E,t)

Sabendo que W(7,Q, E,1) = v.n(F,QE,1) e

IQH(F,Q,E,t)dQ =N(r,E,1). Este termo pode ser considerado como sendo

a densidade de comprimento de caminho, de forma que o fluxo @y pode ser
definido como a soma dos comprimentos de caminho das particulas. Chamando
v.dt = ds, temos que:

4 :éjdEIdVIds.N(F,E,t)

Em termos de Monte Carlo a grandeza estimada é:
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Aplicacao:

P

v =

Wi,
14

(particulas/cm?)
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UNIDADE Vil

8. Processo Nao-Analogo

Em medidas experimentais quando a taxa de contagem num detector é
muito baixa uma forma de aumentar a estatistica € aumentar o tempo de

deteccgdo, ou entao, repetir varias medidas.

Similarmente, em experimentos numéricos é preciso aumentar o numero

de historias para se obter uma estimativa confiavel da grandeza de interesse.

Mesmo em computadores mais modernos isto significa tempos de

processamento mais longos que em certos casos podem se tornar inviaveis.

Isto motivou encontrar-se uma maneira de modificar o processo analogo de
simulacdo (onde simula-se “exatamente” o fen6meno estudado) a partir das
teorias fisicas que descrevem o fenbmeno de tal forma que possibilite a
simulacdo de uma quantidade maior de particulas que contribuem para a
estimativa da grandeza de interesse sem alterar o resultado final. Processos

modificados sdo chamados de simulagdes Nao-analogos.

8.1 Peso estatistico, w
Numa simulacdo analoga cada particula de Monte Carlo representa uma
particula fisica e atribui-se um peso estatistico igual a 1 para esta particula. Numa
simulacdo nao-analoga uma particula pode possuir um peso estatistico, w, tal
que, cada particula de Monte Carlo pode representar w particulas fisicas. Na
realidade cada uma das w particulas fisicas teriam diferentes trajetorias aleatérias
ao longo de sua “vida”, entretanto, a particula de Monte Carlo que representa
todas estas w particulas teria apenas uma trajetéria de vida. Claramente, isto ndo
representa a realidade, mas em termos de valores médios estatisticos, ou seja,
para um limite de niumero de particulas de Monte Carlo muito grande verdadeiro
nuamero de particulas fisicas é preservado. Neste sentido, o resultado provocado
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por cada particula de Monte Carlo € multiplicado pelo peso, tal que, o resultado
qgue seria resultante das w particulas fisicas € o resultado final fornecido. Com
esse procedimento, é possivel normalizar os calculos para qualquer valor de fonte
desejado. Uma segunda normalizacdo pode ser realizada nos resultados em
relagdo as “histérias” simuladas no Monte Carlo de tal forma que o valor médio
esperado ndo seja afetado pelo numero de particulas de fonte simulado.

A utilidade do peso de uma particula de Monte Carlo, entretanto vai além
de simplesmente permitir a normalizacdo da fonte. Todo o processo nao-analogo
introduz um fator que altera as probabilidades dos caminhos aleatérios
executados pelas particulas. O propésito destes fatores € aumentar o niumero de
particulas que “povoam” uma determinada parte do problema de interesse
particular sem, no entanto aumentar o niumero de particulas em outras regides de
menor interesse e sem alterar o resultado final. Este procedimento se
devidamente aplicado proporciona o aumento da precisdo dos calculos sem
necessariamente aumentar o tempo computacional. Nesse procedimento, se um
evento ocorrer 1.4 vezes mais do que no caso real, o resultado final & multiplicado
por 1/1.4. Isso pode ser feito aplicando-se este fator ao peso da particula, uma
vez que a contribuicdo de determinada particula para o resultado final € sempre
multiplicada pelo seu peso. Em outras palavras, o peso € um numero incorporado
a uma particula de Monte Carlo e que representa a sua contribuicao relativa ao
resultado final.

Num processo analogo a histéria de uma particula termina caso:
a) a particula seja absorvida
b) a particula deixa a regiao de interesse

C) a energia da particula decresce para um valor limite

O término da histéria de uma particula no caso (a) pode ser evitado
introduzindo um peso estatistico modificado. No caso mais simples, 0 peso da
particula na ocasidao de sua emissao é wo=1.

Seja a secao de choque total dada por 0 = Oaps + Onaps. IStO €, @ soma das

secdes de choque de absorcdo e ndo absorcdo. Se a cada colisdo o peso da
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particula é multiplicado pela razdo entre as secées de choque de ndo-absorcao e

total, temos que na i-ésima interagéo:

Wi :Wi—l(o-_o_aa) (1)

A absorcdo nao é simulada, mas todas as particulas sobrevivem em todas
as interacoes, entretanto, o resultado fn,, ficara:
fra = W.fa. (2)
Onde:
fa € o resultado do jogo analogo

w é 0 peso atual da particula

Heuristicamente pode-se imaginar que parte da particula foi absorvida e
qgue a outra parte continua a histéria.

Semelhantemente, se a regido geométrica é finita, existe a probabilidade
de fuga (p)) dada por:

p, = exp(— [’ O'(R)de 3)

Onde Ry é a distancia para a superficie de contorno. Neste caso, ao invés
de simular o escape da particula pode-se multiplicar o peso estatistico da
particula que deixa a i-1 ésima colisdo pela probabilidade de nao-escape, (1-p)),
tal que o peso da particula que vai para a i-ésima colisdo fica: w; = wi.1.(1 — p)).
Isto é parte da particula sai da regido de interesse, a outra parte é mantida
artificialmente na regido. Neste caso, a distancia para a préxima colisdo deve ser

selecionado a partir da funcdo densidade e probabilidade ndo-analoga dada por:

p.(R)

- (4)

Poa(R)=

O resultado modificado continua o mesmo que Eq.(2), uma vez que do
ponto de vista de simulacdo nao existe diferenca se a reducdo do peso da
particula foi devido a fuga ou absorgao.

Considerando, portanto, que tanto a absorcdo quanto a fuga sejam
substituidas através da reducdo do peso estatistico da particula temos que o peso
modificado final sera:
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W, = w,._l(l—p».(%) 5)

Na pratica € comum utilizar a reducao do peso para substituir a absorcao
com o intuito de reduzir a variancia, entretanto, 0 mesmo n&o ocorre com a fuga.
Pelo contrario, a reducao do peso para substituir a fuga na pratica aumenta o
tempo computacional e portanto, a eficacia da simulagao.

No caso de fissdo, u néutrons sao liberados numa fissdo, sendo que, num
jogo analogo, cada um destes néutrons é simulado individualmente. Ao invés
disso, pode-se escolher um néutron apenas com peso u vezes 0 peso de cada
néutron.

No caso de producdo de pares, apds a aniquilacado 2 fétons com a mesma
energia sdo gerados. Neste caso € mais conveniente seguir apenas um féton cujo

peso € o dobro do peso original.
8.2. Roleta Russa e Spilitting

No jogo nao-analogo o efeito de absorcao faz com que o peso da particula
diminua monotonicamente, podendo alcancar valores muito pequenos, de forma
que, continuar a segui-los torna-se perda de tempo, uma vez que a contribuicdo
que particula trara no resultado é muito pequena. Neste caso, podemos utilizar a
roleta russa. Vamos decidir que se o peso de uma particula cair abaixo de um
valor minimo, wy,, ocorrera uma das 2 coisas:

a) restauramos o peso para seu valor inicial wy e a particula continua seu

caminho, ou

b) a particula é “exterminada”.
Seja a probabilidade de sobrevivéncia dada por:

Pp=wW/Wp (6)
de forma que a histéria é terminada com probabilidade (1 — p)

Uma forma alternativa é definir uma probabilidade de sobrevivéncia, po, €

aumentar o peso do sobrevivente:
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Whew = W / Po (7)

Por outro lado, em regides do problema muito importantes podemos
aumentar o numero de histérias dividindo a particula incidente em n “fragmentos”
(splitting) que sao seguidos individualmente com peso:

Wnew =W / n (8)

Por esta técnica aumenta-se o nimero de eventos que contribuem para o
resultado final. E assumindo que o splitting € realizado em regides realmente
importantes, aumenta-se a eficiéncia, mesmo com o aumento do numero de

simulacdes causado pelo aumento de particulas.

8.3. Técnicas de Reducao de Variancia

Existem basicamente 4 classes de técnicas de reducao de variancia desde o

trivial até o esotérico.

1) Métodos de truncamento: Sdo os métodos mais simples. Aumentam a
velocidade de simulacdo truncando partes do espaco de fase que nao
contribuem significantemente para a solucdo. Um exemplo é o truncamento
geométrico em que partes ndo importante da geometria ndo sao
modelados. Métodos especificos de truncagem sao o corte por energia ou
por tempo.

2) Métodos de controle de populacédo: usam os métodos de splitting e roleta
russa para controlar o numero de amostragem nas varias regibées do
espaco de fase. Regides importantes sdo amostradas mais freqliientemente
com pesos menores, enquanto, regides menos importantes sao
amostradas menos freqientemente com pesos maiores. O ajuste dos
pesos é necessario para que o resultado final nao seja adulterado.

3) Métodos de amostragem modificada: modificam a estatistica de
amostragem do problema para aumentar o nimero de eventos de interesse
(tally) por particula. Em Monte Carlo é possivel amostrar um evento
utilizando qualquer distribuicao arbitraria e ndo necessariamente a partir da
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probabilidade do fenémeno fisico em questdo, contanto que os pesos
sejam ajustados de forma a compensar essa alteracdo. Portanto, pode-se
utilizar distribuicbes que conduzam particulas para regides de maior
interesse, ou mudancga de energia ou tipo de colisdo. Alguns dos métodos
desta classe sao: transformacao exponencial, captura implicita, colisdo
forcada e modificagdo de fonte.

Métodos parcialmente deterministicos: € a classe mais complicada entre as
técnicas de reducao de variancia onde se utiliza técnicas deterministicas.
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